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Для модулей целочисленных представлений порядков в по
лупростых алгебрах доказываются теоремы, аналогичные теоре
мам о распределении простых идеалов в полях алгебраических 
чисел. Библ. 5 назв. 

Одно из центральных мест в алгебраической теории 
чисел занимают вопросы, связанные с распределением 
простых идеалов, в частности, теорема о бесконечности 
числа простых идеалов в классах и теорема Дирихле об 
арифметической прогрессии. Пусть о — кольцо целых 
чисел некоторого поля алгебраических чисел; тогда вся
кий идеал этого поля является о-решеткой (т. е. свободной 
абелевой группой конечного ранга, на которой о действу
ет как кольцо операторов), а простые идеалы — макси
мальными подрешетками в о. Естественно попытаться 
найти аналоги теорем о распределении для случая решеток 
L с более общими кольцами операторов Л (Л-решеток, 
или Л-модулей представлений). В настоящей заметке 
мы получим такие аналоги при некотором ограничении 
на решетку L (условие (Е) ниже). В доказательстве важ
ную роль играют результаты Эйхлера [1, 2] об арифметиче
ских свойствах простых алгебр. Мы используем также 
технику иделей (см. [3, 4]) и, конечно, классические ре
зультаты о распределении простых идеалов в числовых 
полях. 

Всюду в дальнейшем L будет обозначать некоторую 
Л-решетку, Г = Нотл (L, L) — ее кольцо эндоморфизмов. 
Г является порядком в конечномерной алгебре А = Г (g) Q 
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над полем рациональных чисел Q. Мы будем предполагать, 
что алгебра А удовлетворяет следующему условию: 

(Е): алгебра А полупроста, и если А = V* At — ее 
разложение в прямую сумму простых алгебр, то ни один 
из факторов At не является вполне определенным телом 
кватернионов над своим центром (т. е. таким телом, что 
^ J ( X ) Q R , где R —поле вещественных чисел, есть прямая 
сумма тел кватернионов). 

Для всякого нетривиального нормирования v поля 
рациональных чисел обозначим через Ov пополнение Q 
относительно v, Av = А (х) QQU- ЕСЛИ V= VP есть р-ади-
ческое нормирование, то обозначим Zv = Zp — кольцо 
целых р-адических чисел, а если v = v^ — архимедово 
нормирование, то положим Zv = Qy = R. Обозначим 
также Lv = L (х) Zv, Tv = Г (x) Zv = Ношд. (Lv, Lv). Мульти
пликативная группа Av есть локально компактная группа, 
причем Tv при v ф vyo — ее компактная открытая под
группа. Группой иделей JA алгебры А назовем ограничен
ное прямое произведение групп Av относительно подгрупп 
Г» (см. [3]). JА есть локально компактная группа, причем 
А* естественно отождествляется с дискретной подгруппой 
в J А с помощью диагонального вложения. Отметим, что 
группа JA не зависит от порядка Г, а только от самой ал
гебры А, так как если Г' — другой порядок в А, то для 
почти всех v (т. е. для всех v, кроме конечного числа) 

Для всякого двустороннего идеала / кольца Г положим 

ЛГ,/) = П,г;(/); 
/+(Г,/) = П1,Г^(/), 

где Г; (/) = {у | 7ЕЕГ;, у = 1 (mod / Г , ) } , а Г ^ (/) = T*V(I) 
при v =f= Voo и Г ^ (/) есть связная компонента единицы 
группы Г ^ =A*Vob. J (Г, I) и / + (Г, / ) —открытые под
группы в JA, и всякая открытая подгруппа в JA содержит 
/ + (Г, I) для некоторого / . 

Напомним связь между группами иделей и Л-решетками 
рода L (см. [4]). Говорят, что Л-решетка V принадлежит 
роду L, и пишут L'VL, если Lv ~ Lv для всех v. Такие 
решетки естественно рассматривать вложенными в про-
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странство L =L(x)Q. Тогда Lv = lvLv (lvEEA*v), причем 
£D E= Tv для почти всех v и потому (lv) есть элемент JA. 
Наоборот, всякому иделю £ = (|D) соответствует Л-ре-
шетка Z/ = £L такая, что L'v = ^Zw для всех г? (очевидно, 
тогда L'\/L). Отображение | - > £L индуцирует взаимно 
однозначное соответствие между множеством {L} классов 
изоморфизма Л-решеток рода L и множеством двойных 
смежных классов {Г} = A*\J /JJ (Г, Г). В частности, 
{Г} можно отождествлять с множеством классов изомор
физма Г-решеток главного рода (т. е. рода Г). Тогда каж
дой Г-решетке главного рода М = £Г соответствует 
Л-решетка рода L ML = \L. 

Зафиксируем в алгебре А некоторый максимальный 
порядок Г, содержащий Г, и обозначим через h порядок 
фактор-группы Г/Г. Пусть S = {vp/p\ h} (заметим, что 
h и S не зависят от выбора Г). Л-решетку V рода L на
зовем регулярной (в L), если Lv= Lv при г;Е=£, целой 
(в L), если L'czL. В каждом классе изоморфизма Л-ре
шеток рода L содержатся регулярные целые решетки [4]. 
Регулярную целую решетку рода L, являющуюся мак
симальной Л-подрешеткой в L, назовем простой (в L). 

Разложим алгебру А в прямую сумму простых: 
А = V _ А{. Тогда И / А = Т Т . JAV И JА% МОЖНО рассматри
вать как подгруппы в JА. Компоненты иделя | относи
тельно этого разложения обозначим через | \ Будем го
ворить, что идель | Y-канонический, если из того, что 
£г €= 1\>, следует, что |L, = 1. Идель £ назовем Т-целым 
(V-регулярным), если £»Е=Г0 для всех v (соответственно 
£DEE Г̂  при г;£Е S). | назовем Т-простым, если он Г-кано-
нический, а Г-решетка главного рода |Г проста в Г. 
Очевидно, если идель £ является Г-целым (Г-регуляр-
ным, Г-простым), то и решетка IL целая (соответственно 
регулярная, простая) в L. 

Если £ есть Г-регулярный целый идель, то и все идели 
| г также являются регулярными и целыми. При этом 
£L = П i==1 V'L. Решетку llL назовем i-й компонентой ре
шетки IL. Идель | назовем Т-полупростым, если каждый 
идель £г либо прост, либо равен 1. Соответственно Л-ре
шетку V рода L назовем полупростой в L, если все ее 
компоненты либо просты в L, либо совпадают с L. 
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Пусть С — центр алгебры А, С = V С{ — его раз-
ложение. Определен гомоморфизм приведенной нормы 
-/V : А* —>• С*, который можно продолжить до непрерывно
го открытого гомоморфизма JN'JA~^JC, а также го
моморфизм абсолютной нормы п : С* —>- ()*, который мож
но продолжить до / n : JQ-^JQ- Очевидно, если IEEJA 
есть Г-канонический регулярный целый идель и 
Jn (JN(1)) — простой идель, то £ есть Г-простой идель. 
Такие иделимы будем называть простыми первой степени. 
Полупростые идели, все неединичные компоненты кото
рых первой степени, назовем полупростыми первой степе
ни. Эти определения очевидным образом распространяют
ся и на Л-решетки рода L. 

Наша цель состоит в доказательстве следующих основ
ных теорем. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А = У. А{ — полупростая 
Q-алгебра, удовлетворяющая условию (Е), Г — порядок в 
алгебре А, I — двусторонний идеал в Г и | — произволь
ный идель из / д . Рассмотрим множество X Т-полупростых 
ид елей, принадлежащих двойному смежному классу 
Л*£ / + (Г, / ) , и множества Xх = {|x7(iEl}. Тогда все 
множества Xх бесконечны, причем если \х пробегает все X, 
то \il пробегают независимым образом все X1. То же верно, 
если за X принять множество полупростых иделей первой 
степени, принадлежагцих А* £/+ (Г, / ) . 

С л е д с т в и е . Если L есть такая А-решетка, что 
алгебра А = Hom^(Z, L) удовлетворяет условию (Е), то 
в каждом классе изоморфизма А-решеток рода L лежит 
бесконечно много полупростых в L решеток. Если в каком-
либо классе лежит простая в L решетка, то в нем лежит 
и бесконечно много простых в L решеток. 

ТЕОРЕМА 2 (теорема Дирихле). Пусть L — такая 
А-решетка, что алгебра А = Hom^(L, L) удовлетворяет 
условию (Е), Г = Нотд {L, L), L" = |L ( Е е / д ) — регу
лярная целая А-решетка рода L, Р и Q — двусторонние 
идеалы в V, а ЕЕ А*, причем aT-\-Q=P-\-Q—T, a 
V =э PL. Обозначим через X множество полупростых 
Т-решеток главного рода первой степени М таких, что 
ML" = bL, где bEzT, причем Ъ ЕЕ a (mod Q) и, кроме того, 
b%~~lEETv+(P) для всех v. Через X1 обозначим множество i-x 
компонент решеток из X. Тогда все множества Xх бесконеч-
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ны, и если М пробегает все X, то М1 пробегают независи
мым образом все Хг. 

Ввиду приведенных выше рассуждений, доказатель
ство этих теорем очевидным образом сводится к случаю, 
когда алгебра А простая с центром С, а порядок Г макси
мален (что и будет предполагаться до конца доказатель
ства). Мы будем, далее, использовать следующие два 
результата, доказательства которых фактически даны 
в [1] и [2]. 

ТЕОРЕМА N. Im JN П С* - ImiV. 
ТЕОРЕМА N*. Если алгебра А удовлетворяет условию 

(Е) и £, г) — такие идели из J А., что JN (I) = JN (Ц), 
то r\ ЕЕ A* %J+ (Г, / ) для любого идеала J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Рассмотрим 
в J с открытую подгруппу U = JN(J+ (Г, / ) ) . Очевидно, 
( / с : С* U) < оо, поэтому из теорем о равномерном рас
пределении простых идеалов для числовых полей (см. [3], 
гл. VIII) следует, что в каждом классе смежности / с /С* U 
лежит бесконечно много простых иделей первой степени. 
В частности, для всякого £ ЕЕ J А существует бесконечно 
много простых иделей первой степени яЕгУс, таких, что 
j t = XJJSI (QJN (е), где^еЕС*, е Е Е / + (Г, / ) . Но л= JN ([х), 
где |ы — Г-простой идель первой степени, откуда следует, 
что х= JN (JLIS"1!"1) и в силу теоремы N х= N (а), а ЕЕ А*. 
Поэтому JN (JLI) == JN (я£е) и по теореме N* , JLI = а'(а£е)е\ 
где аг ЕЕ А* , е' ЕЕ / + (Г, / ) . Тем самым теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Положим 
I=Pf)Q, SP ={v\ Р0фТ„}, SQ={v\Qv=j=TB} 
(очевидно, Sp[] SQ = ф) и рассмотрим в / д идели а и г), 
для которых 

Га, v<£SQ; ( U *>e*SpU {*>«>}; 

^ " " Ь , ^ e ^ Q ; ^ " 1 1 , ^ ^ P U I ^ O O } . 
По теореме 1 в двойном смежном классе А* (ат]"1) А- (Г, Л 
содержится бесконечно много Г-простых иделей первой 
степени. Если \х — такой идель, то \х&ц = ха, где х ЕЕ ̂ 4*, 
е Е / + ( Г , / ) . Пусть v0 — единственное нормирование, 
для которого [iv =f= 1. Очевидно, можно считать, что 
v0€]ESp {]SQ. Положим Ъ—ха, М = \iT я рассмотрим 
равенство pier] = ха покоординатно. 

При v^{v0} (J {г;^} [j SP \j SQ оно дает ev = b, 
откуда bLv = Lv = MVLV. 

При v == v9 будет \ivsv = bP, откуда feLp = MVLV == M ^ . 
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При г; ЕЕ SQ будет ev = х, откуда х = 1 (mod Q), т. е. 
6 = a (mod ()), a также frZ^ = Lt, = MvL'v. 

При г ; е 5р J {г^} будет eDg? = 6, откуда Ь£~£еГ^4-СР) 
и при vEE Sp bLv = Lv = MVLV-

Таким образом, ML" = ЪЬ и Ъ удовлетворяет всем 
необходимым условиям. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Автору неизвестно, остаются ли вер
ными теоремы 1 и 2, если накладывать на алгебру А только 
условие полупростоты. Если бы это было так, то, в част
ности, был бы получен положительный ответ на гипотезу 
А. В. Ройтера о максимальном вложении (см. [5], замеча
ние 2) в несколько ослабленной форме*): если Л — поря
док в полупростой алгебре, то для любых Л-решеток L 
и U одного рода существует решетка Ll4 изоморфная V 
и полупростая в L. Пока можно утверждать только, что 
решетку Ьг можно выбрать стабильно эквивалентной ре
шетке L', т. е. такой, что L1 0 L ~ V 0 L. 

Условие полупростоты, очевидно, существенно, так 
как если, например, Л = Z [d], d2 = 0, то в Л вообще нет 
максимальных подрешеток главного рода. 
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ревичу, проявившему интерес к этой работе и давшему 
ряд важный указаний в процессе ее выполнения. 
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*) В виде, сформулированном в [5], где требуется, чтобы L\ была 
максимальной А-подрешеткой в L, эта гипотеза очевидным образом 
неверна, если алгебра А не проста, поэтому такое ослабление неиз
бежно и естественно. 


