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Изучаются квазибассозы порядки над полными локальными дедекиндо-
выми кольцами, т. е. такие, всякий неразложимый модуль представления 
которых есть прямое слагаемое надкольца. Дается способ, позволяющий 
свести изучение таких порядков к случаю «небольших» алгебр. Понятия бас-
совости и квазибассовости переносятся на случай конечномерных алгебр. 

Хорошо известно, что ряд важных классов колец естественно характе­
ризуется свойствами модулей над ними. Это часто дает удобный и силь­
ный аппарат для исследования. В качестве примера можно привести 
нолупростые кольца, наследственные порядки, регулярные локальные 
кольца. 

Пусть Л — коммутативное нётерово кольцо без нильпотентных эле­
ментов размерности Крулля 1, целое замыкание которого является ко-
нечнопорожденным Л-модулем. В работах (*), (2) Басе доказал, что 
если каждый идеал Л имеет две образующие, то всякий Л-модуль без 
кручения (torsionless) разлагается в прямую сумму идеалов кольца Л. 
Для областей целостности это условие является также и необходи­
мым (-1). 

Результаты Басса и методы, развитые им в (*) и (2), оказались очень 
полезными для теории целочисленных представлений. 

Класс колец, фактически совпадающий с классом колец, изучавшим­
ся Бассом, рассматривался 3. И. Боревичем и Д. К. Фаддеевым под 
названием порядков с циклическим индексом (3). 

Л. В. Ройтер (4) перенес результаты Басса на модули представлений 
некоммутативных порядков. Он показал, что наличие двух образующих 
у любого идеала остается достаточным для распадения в прямую сум­
му идеалов модулей представлений некоммутативных порядков. 

Из работ (2), (3), (4) видно, что существенную роль играет не огра­
ничение на число образующих у идеалов, а некоторое другое условие, 
вытекающее из этого ограничения, именно, горенштейновость всех над­
колец. 

Исходя из условий горенштейновости надколец, Л. В. Ройтер и авто­
ры ввели в рассмотрение новый класс порядков, в частности, содержа­
щий все наследственные порядки, а в коммутативном случае совпадаю­
щий с классом порядков с циклическим индексом. Эти порядки мы на­
звали бассовыми (5). 
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Для бассовых порядков всякий модуль представления распадается в 
прямую сумму идеалов (5). В (5) изучаются также свойства бассовых 
порядков. Доказывается, что для бассовых порядков, и только для них, 
двусторонние идеалы образуют группоид относительно правильного 
умножения. Кроме того, дается полное описание бассовых порядков в 
локальном случае. 

Настоящая работа посвящена локальному изучению бассовых поряд­
ков, а также более широкого класса порядков, которые мы называем 
квазибассовыми. 

Устанавливается, что бассовы порядки — это, в некотором смысле, 
наименьший класс порядков, содержащий наследственные порядки и по­
рядки, удовлетворяющие условию Басса. Именно, доказывается, что в 
локальном случае всякий бассов порядок Морита-эквивалентен прямой 
сумме наследственного порядка и порядка, всякий идеал которого имеег 
две образующие. 

Далее мы вводим квазибассовы порядки, как такие, у которых вся­
кий неразложимый модуль представления изоморфен прямому слагае­
мому некоторого надкольца. Оказывается, что порядок Л квазибассов 
тогда и только тогда, когда кольцо эндоморфизмов всякого неразложи­
мого Л-модуля представления бассово. Поэтому в коммутативном слу­
чае всякий квазибассов порядок бассов. 

Всякий неразложимый модуль представления квазибассового поряд­
ка является подмодулем неразложимого проективного модуля. Тем са­
мым выделяется довольно широкий класс порядков, у которых в силу 
естественных причин есть только конечное число неразложимых модулей 
представлений. 

Отметим, что распадение представлений в прямую сумму идеалов, 
по-видимому, не является достаточно естественным условием, так как 
оно не сохраняется при переходе к Морита-эквивалентным порядкам*. 
Условие того, что всякий неразложимый модуль представления изомор­
фен подмодулю неразложимого проективного модуля, выглядит более 
естественным, по крайней мере, в локальном случае. 

Понятия бассовости и квазибассовости естественно переносятся на 
случай конечномерных алгебр. Возможность такого перенесения обус­
лавливается тем, что для модулей над конечномерными алгебрами, как 
и для модулей представлений над полным локальным кольцом, имеется 
теория проективных накрытий. Поэтому кажется весьма правдоподоб­
ной возможность введения понятий бассовости и квазибассовости и в бо­
лее общих ситуациях. 

Изложим кратко содержание статьи. В §§ 1, 2 излагаются общие 
сведения о модулях представлений, а также некоторые технические 
средства, применяемые в дальнейшем. В частности, в § 1 дается способ, 

* Действительно, если Л — произвольный порядок с конечным числом неразложи­
мых представлений, то легко видеть, что для достаточно большого п матричное кольцо 
Мп (Л) является порядком, все представления которого разлагаются в прямую сумму 
идеалов. 

5 Серия математическая, № 2 
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позволяющий иногда сводить изучение представлений к случаю поряд­
ков в «небольших» алгебрах. В § 2 изучаются проективные и инъектив-
ные модули представлений и доказывается один критерий наследствен­
ности. Основным результатом этого параграфа является «лемма о вы­
брасывании» (лемма 2.9) и уточняющие ее утверждения. 

В § 3 лемма о выбрасывании применяется для получения некоторых 
признаков бассовости и нового доказательства теоремы редукции для 
бассовых порядков [(5), теорема 11.3]. 

В § 4 дается определение квазибассовых порядков и устанавливают­
ся их свойства. Здесь же изучается некоторый подкласс класса квази­
бассовых порядков — порядки веса 2. 

§ 5 посвящен доказательству теоремы редукции, сводящей изучение 
квазибассовых порядков к случаю порядков в «небольших» алгебрах. 

В § 6 обсуждаются вопросы, связанные с перенесением определения 
квазибассового порядка на глобальный случай. 

В § 7 понятия бассовости и квазибассовости переносятся на случай 
конечномерных алгебр. 

Наконец, в § 8 доказывается одно предложение Басса (2) о коммута­
тивных кольцах размерности Крулля 1, а также дается геометрическая 
интерпретация коммутативных бассовых колец как локальных колец 
кривых с квадратичными особенностями. 

Авторы выражают глубокую благодарность А. В. Ройтеру, критиче­
ские замечания которого оказали существенную помощь при написании 
этой статьи. 

§ 1. Предварительные сведения 

Всюду в дальнейшем под кольцом мы будем подразумевать ассоциа­
тивное кольцо с единицей, под модулем — унитарный модуль, т. е. такой 
модуль, в котором единица кольца действует тождественным образом. 

Если Л— правый (левый) Л-модуль, то обозначим через Е(А) его 
кольцо эндоморфизмов: Е(А) = Нот л(Л, А). Тогда 4 естественно рас­
сматривать как левый (правый) £(Л)-модуль. Кольцо эндоморфизмов Л 
как £ (Л)-модуля будем называть кольцом множителей модуля А и. 
обозначать Л (Л). Существует естественный гомоморфизм колец 
Л~>Л(Л) и, очевидно, НотЛ(А)(Л, А)^Е(А). 

Следуя (6), будем говорить, что модуль Л делит модуль 5 , и писать 
А\В, если 2 1 т ф = 5 . Если В — конечнопорожденный модуль, то 

ф:Л-»£ 

это равносильно существованию эпиморфизма Ап->В, где Ап — прямая 
сумма п экземпляров модуля Л. 

Модуль Л назовем обратимым, если он, рассмотренный как Е(Л)-мо­
дуль, делит Е(А). Нам понадобятся следующие известные факты. 

П р е д л о ж е н и е 1.1 [ср. (7), гл. XVII, упр. 12]. Модуль А обратим 
тогда и только тогда, когда он является конечнопорожденным проектив­
ным А (А)-модулем. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Е = Е(А), Г^Л(Л) . Предполо­
жим, что А обратим, т. е. А\Е. Поскольку Е — коыечнопорожденный 
^-модуль, существует эпиморфизм Лп-кЕ, откуда следует, что 
Ап~Е@Х (как £-модуль). Но тогда Тп = НотЕ(Ап

у А)~НотЕ(Е@Х, 
А) С^.А®НОШЕ(Х, Л), т. е. А — конечнопорожденный проективный Г-мо-
дуль. 

Наоборот, пусть А—• конечнопорожденный проективный Г-модуль. Тогда 
А — прямое слагаемое конечнопорожденного свободного Г-модуля: Г т ~ А 0 Y,t 
откуда Л т ^ Н о т г ( Г т , Л ) ~ Н о т г ( Л е У , Л ) ~ £ е Н о т г ( Г , Л ) , т. е. А\Е. 

П р е д л о ж е н и е 1.2. Пусть А — нетерово кольцо, А — конечнопо­
рожденный А-моду ль. Тогда существует точная последовательность 
Е (Л) -модулей: 

0->£(Л)-^Л"-^4™. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует точная последовательность 

Am-+An-*A-+0, 

применяя к которой точный слева функтор Нот л ( - , А), мы и получим 
искомую точную последовательность. 

ТЕОРЕМА 1.3 (Морита). Если Р — проективный А-модуль и Р \ Л , 
Г = £ (Р ) , то категории А-модулей и Y-моду лей естественно эквивалент­
ны, причем эта эквивалентность осуществляется функторами 
ЯотА(Р,-.) и -®ГР. 

Доказательство см. в (8). 
Кольца Л и Г, удовлетворяющие условию теоремы 1.3, называются 

Морита-эквивалентными. 
Пусть о — дедекиндово кольцо, k — его поле частных. В соответствии 

с (9) назовем о-решетками конечнопорожденные о-модули без кручения. 
Если на о-решетке Л введено умножение, превращающее ее в ассоциа­
тивную о-алгебру с единицей, то Л называется о-кольцом, а Л-модули, 
которые как о-модули являются о-решетками,— модулями представле­
ний. 

Всякое о-кольцо Л естественно погружается в конечномерную &-ал~ 
гебру Л=Л(Я)0 k. Поэтому о-кольца называются также о-порядками или 
просто порядками. В дальнейшем мы всегда будем считать алегбру Л 
полупростой и сепарабельной. Всякий Л-модуль представления Л есте­
ственно погружается в Л-модуль А=А§§0 k. Модули представлений А 
и В назовем рационально эквивалентными, если А~В. Модули пред­
ставлений, рационально эквивалентные Л, естественно вкладываются в 
Л и образуют структуру относительно сложения и пересечения. Те из 
них, которые содержат Л, называются надмодулями Л и образуют под­
структуру с условием минимальности. Длину Л-модуля Л будем назы­
вать рациональной длиной модуля представления Л и обозначать 1(A). 
Если 1(A) =п, то модуль Л иногда называется n-членным. Одночленные 
модули называются неприводимыми, а модули, разлагающиеся в пря­
мую сумму неприводимых,— вполне разложимыми. 

5* 
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Для всякого правого (левого) модуля представления А определен 
двойственный левый (правый) модуль представления Л*^Нот 0 (Л, о), 
причем существует естественный изоморфизм А~А**. Эта двойствен­
ность переводит рационально эквивалентные модули в рационально эк­
вивалентные и индуцирует антиизоморфизм структур модулей, рацио­
нально эквивалентных Л и Л*. 

Очевидно, ЦЛ)~£(Л*)и Л(Л)~Л(Л*). Легко видеть, что Е(А) и Л(Л)— 
шкже о-кольца, причем Л (Л) ~Д/АппЛ и 

А (А) = {Щ^>А{А)9 ЛА,с:Л}. 
Следовательно, о-кольцо Л (Л) является надкольцом о-кольца Л в том 
смысле, что существует гомоморфизм колец ф:Л-^Л(Л) такой, что 
ф(Л)=Л(Л). Наоборот, всякое надкольцо Г о-кольца Л является коль­
цом множителей некоторого Л-модуля представления А (в качестве А 
можно, например, взять само Г, рассмотренное как Л-модуль). Среди 
надколец выделяются ТОЧРАШ надкольца — те, которые содержат Л *. 

На множестве надколец введем операцию пересечения. Именно, если 
Г1 = Л(Л1) и Г2

г=Л(Л2), то положим 

Г1ПГ2 = А(Л1ФЛ2). 

Нетрудно убедиться, что это определение не зависит от выбора А\ и Л2. 
Если Г1 = Гг, то эта операция совпадает с теоретико-множественным пе­
ресечением. Относительно пересечения надкольца образуют полуструк­
туру с условиями минимальности и максимальности [см. напр., (9)], а 
точные надкольца образуют в ней подполуструктуру. Порядок в этой 
полуструктуре будем обозначать символом < ; очевидно, Г]<Г2 означает, 
что Г2 есть надкольцо IY 

Максимальные элементы полуструктуры точных надколец о-коль­
ца Л называются максимальными надкольцами Л. Если Л не имеет соб­
ственных точных надколец, то оно называется максимальным порядком 
(в алгебре Л). 

Для модулей представлений введенные выше понятия кольца множи­
телей, делимости, обратимости по существу совпадают с определениями, 
принятыми в (9). Из предложения 1.2 при этом следует, что для любого 
модуля представления А Л\Л*(Л) (этот факт доказан в (9)). Нам по­
надобится также следующий результат, доказанный в (9) (п. п. 22°, 
31°). 

П р е д л о ж е н и е 1.4. Если А—модуль представления максимально-
го порядка, то Е(А) — также максимальный порядок. 

В дальнейшем часто встречается следующая ситуация; Л — неко­
торое о-кольцо, Р—- проективный конечнопорожденный Л-модуль, 
Т^Е(Р). В этом случае имеется точный функтор F : С(Л)->С(Г), где 

* Обычно под надкольцами понимались именно точные надкольца [см., например, 
| 9 ) ] , однако для нас удобнее более общее определение. 
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С (Л)—категория конечнопорожденных правых Л-модулей, F = 
= Нот л (Р , •)» и сопряженный к F точный справа функтор G : С(Г)-*-
->С(Л), G = . ® r P . 

ТЕОРЕМА 1.5. Функтор FG естественно эквивалентен тождественно-
му функтору I категории С (Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого Г-модуля В определен гомомор­
физм fB : B-^HomA(P, B(g)VP), где /в(Ь) (а) =6®а. Тем самым опреде­
ляется естественный гомоморфизм функторов f: I-+FG. Если В = ГП, та 
/"в — изоморфизм. Пусть В — произвольный Г-модуль. Тогда существует 
точная последовательность Гп-НГт->-В-Я). Учитывая, что F точен, a G 
точен справа, получаем коммутативную диаграмму с точными строками; 

Тп ^Г т >В->0 
fTnl frmi fBi 

FG (Tn) -* FG (Гт)-> FG (В) -> О 

Поскольку / п и f m — изоморфизмы, то и /Б — изоморфизм, что и требова­
лось доказать. 

С л е д с т в и е 1.6. Всякий Т-модуль представления В изо морф ем. 
Г (А), где А есть А-модуль представления, причем Е(А)~Е(В), и если 
рассматривать А и В как Q-модули, где Q = E(A) = £(В) , то А и В делят 
друг друга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т — подмодуль G(B)y состоящий из 
всех о-периодических элементов, A = G(B)/T. Тогда точная последова­
тельность 

0-^T-^G(B)-Wl-^0 

переводится функтором F в точную последовательность 
Q-+F(T)-+B-+F(A)-+0. 

Но F(T) —периодический подмодуль модуля представления В, поэтому 
Г(Т) =0 и B~F(A) = Нот л (Р , А). Далее, 

Нот г (В, В) ~ Нот г (В, НотЛ (Р, А)) ~ 
~ Нотл (В ®ГР, А) - Нотл (G(B), А) = Нот л (Л, Л), 

так как Л есть о-модуль без кручения, и потому при любом гомоморфиз­
ме G(B)-+A подмодуль Т переходит в ноль. 

Пусть Q = E(A) = £(В) . Существует точная последовательность Г-мо-
дулей Гп-кР->0, которая после тензорного умножения слева на В дает 
точную последовательность Q-модулей Bn->G(B)->-0. Таким образом, 
B\G(B) и, тем более, В\А как Й-модуль. 

С другой стороны, для некоторого m Л т ~ Р 0 Х , откуда следует, что 
Л т ~ Н о т Л ( Л т , Л ) ~ Н о т Л ( Р ф Х , Л ) ~ В © Н о т Л ( Х , Л ) , т. е. А\В как 
й-модуль. 

С л е д с т в и е 1.7. Если о-кольцо А имеет конечное число неизоморф-
них неразложимых модулей представлений, причем их рациональные 
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длины не превосходят I, P — проективный А-модуль, Г = Е(Р), то Г так­
же имеет конечное число неизоморфных неразложимых модулей пред­
ставлений, причем их рациональные длины не превосходят I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По следствию 1.6, всякий неразложимый Г-мо-
дуль представления В имеет вид Р(А), где А — неразложимый Л-хМо-
дуль представления. Остается заметить, что функтор F не увеличивает 
рациональной длины модулей. 

П р е д л о ж е н и е 1.8. Если Р — проективный А-модуль, Г = Е(Р), 
А —такой А~модуль представления, что Р\А, то A~G(B)/T, где В есть 
Г-модуль представления, а Т—подмодуль G(B), состоящий из о-перио-
дических элементов. При этом Е(А) с^.Е(В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть B — F(A). В есть Г-модуль представ­
ления и, поскольку Р\А, естественный гомоморфизм q>:G(B) = 
^=Нотл(Л A)(g)TP-+A является эпиморфизмом. Но Л — модуль пред­
ставления, поэтому ГсгКегф и ф индуцирует эпиморфизм ф:Л — 
= G(B)/T-*A. Так как, очевидно, 1(A) ^. 1(A), то ф — изоморфизм. Изо­
морфизм Е(А)~Е(В) доказывается совершенно аналогично следст­
вию 1.6. 

§ 2. Проективные и инъективные модули 
Начиная с этого параграфа, мы будем всюду предполагать, что о 

есть полное локальное дедекиндово кольцо. В этом случае для модулей 
представлений имеет место теорема об однозначном разложении в пря­
мую сумму неразложимых (10). 

Пусть Л — некоторое о-кольцо, Л — конечнопорожденный Л-модуль. 
Проективный модуль Р = Р(А) называется проективным накрытием мо­
дуля А [см. ( п ) ] , если существует эпиморфизм ф : Р->Л такой, что 
Ker yczPR, где R — радикал Джекобсона кольца Л. Необходимые сведе­
ния о проективных накрытиях содержатся в (5). 

Для каждого (правого) Л-модуля представления Л определим его 
А-вес рл(Л) следующей формулой: 

9А(А) = жж. 
1(A) 

Число р*(Л) = т а х рл(Л), где Л пробегает все Л-модули представлений, 
назовем весом о-кольца Л. Пользуясь двойственностью, нетрудно убе­
диться, что если определить вес Л по левым Л-модулям представлений, 
то получится то же число. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. (а)р*(Л) = тахрл(Л), где А пробегает все непри' 
водимые А-модули представлений; (б) если рА (А) = р* (Л) и А\В, то и 
Рл(Я) = р*(Л). 

Доказательство следует из того, что если 0—>Л'—>А-~>А"—>0 есть точ­
ная последовательность Л-модулей представлений, то 1(A) = 1(А') + 1(А") и 
Г(Я(Л))<Г(Р(Л'))+7(Р(Л")), откуда 9А(А) <max {оА (А), рА (А')} и, кроме 
того, р л (Л я ) -рл(Л) . 

С л е д с т в и е 2.2. р* (А) есть натуральное число. 
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С л е д с т в и е 2.3. р*(Л) ^=тахрЛ(Л), где А пробегает те неприводимые 
А-моду ли представлений, кольца множителей которых максимальны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А0 — какой-нибудь неприводимый Л-модуль 
представления, для которого рл (А0) = р* (Л), Г — максимальное надкольцо 
кольца £(Л0), Л = ГЛ0. Тогда А0\А и потому рА(Л) = р*(Л). Но, по пред­
ложению 1.4, А (А) максимально. 

Очевидно, Л-модуль представления Л проективен тогда и только 
тогда, когда рл(Л) = 1. В частности, Л наследственно тогда и только тог­
да, когда р*(Л) = 1. 

ТЕОРЕМА 2.4. Следующие условия равносильны: 
(а) о-кольцо А наследственно; 
(б) Л вполне разложимо и для всякого неприводимого А-модуля 

представления А структура модулей, рационально эквивалентных Л, ли­
нейно упорядочена; 

(в) всякое максимальное надкольцо А проективно как правый (ле­
вый) А-модуль; 

(г) A(R) =Л, где R — радикал кольца Л, рассмотренный как правый 
{левый) А-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (а)*=Цб) см. (5), следствие 4.4. 
(а)4=>(в) вытекает из следствия 2.3 [см. также (5), теорема 3.1]. 
(а) =Ф (г). Пусть Л = Р?1 0 . . . 0 Ps \ где Plf . . . , Ps —попарно неизо­

морфные модули. Тогда Р1э . . . , Ps — все неприводимые Л-модули представ­
лений, R = Rl1 © . . . ф Rs

s, где Ri= PtR —единственный максимальный 
подмодуль в Р^ Но из линейности структуры неприводимых модулей следует, 
что и /?!, . . . у Rs—-также все неприводимые Л-модули представлений, а 
потому A(R) = Л. 

(г) =Ф (а). Обозначим через Г кольцо множителей R как левого Л-мо-
дуля: Г = { 7 | 7 е Л , yRczR}. Тогда, очевидно, Г есть сумма минимальных 
надмодулей R как правого Г-модуля. Разложим Л в прямую сумму не­
разложимых правых модулей: A=Pi© ... ©Р&. и положим Ri = PiR. 
r = Ti© ... ®1\ , где Гг есть сумма минимальных надмодулей Ri. Пред­
положим, что Г = Л, т. е. Гг = Рг для всех L Это означает, что Рг-— един­
ственный минимальный надмодуль Ri. Выберем теперь Рг- так, чтобы 
/(Рг) было наибольшим, и рассмотрим произвольный минимальный над­
модуль Qi модуля Рг. Если X г-f-Pi — максимальный подмодуль в Qi, то 
XHPi — Ri, т. е. X — минимальный надмодуль Ri, что невозможно. Итак, 
Рг — единственный максимальный подмодуль в Q; и, согласно предло­
жению 4.3 (5), Qi неразложим и проективен. Продолжая это рассужде­
ние, мы получим, что любой надмодуль модуля Рг неразложим и проек­
тивен. Но это возможно только при /(Рг) = 1, значит, Л вполне разложи­
мо и всякий неприводимый Л-модуль представления проективен, т. е. Л 
наследственно. 

Рассмотрим, как меняется функция р* при изменении кольца Л. 
П р е д л о ж е н и е 2.5. (а) если Г — надкольцо А и А—произволь­

ный Т-модуль представления, то рг(Л) ^ р л ( Л ) . В частности, р* (Г)^ 
<Р*(Л); 
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(б) если А разлагается в кольцевую прямую сумму 

I — 1 

mo р*(Л)=тахр*(Л*). 
i 

Доказательство очевидно. 
Пусть теперь Р — проективный Л-модуль, Т = Е(Р); F=HomA(P9 -)r 

0= -®гР — функторы, рассмотренные в § 1. 
П р е д л о ж е н и е 2.6. (а) р*(Г)^р*(Л); 
(б) если А — такой А-модуль представления, что Р\А, то P(F(A)) = 

= F(P(A)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — произвольный Л-модуль пред­

ставления, Р{А)—его проективное накрытие. Тогда эпиморфизм 
Р(А)-+А при действии функтора F переходит в эпиморфизм Р(Р(Л))->-
-+F(A). Если Р\А9 то Р\Р(А) и для некоторого пРп~Р(А)@Х. 
Тогда 

Гп ~ НотЛ (Р, Рп) ~ Нотл (Р, Р{А) © X) = F (Р(А)) © F (X), 
т. е. F(P(A))—проективный Г-модуль. Поскольку функтор F не уве­
личивает рациональной длины, то отсюда следует утверждение (а). 

Предположим теперь, что Р \ 4 , но F(P(A))=^=P(F(A)). Тогда 
F(P(A))c*.P(F(A))®Yy где Y — также некоторый проективный Г-мо­
дуль, и, по предложению 1.8, P(A)^GF(P(A))~G(P(F(A)))®G(Y)y 
причем G(Y) ФО. Но эпиморфизм P(F(A))->Р(А) при действии функто­
ра G переходит в эпиморфизм G (P (F (A)))-+GF (А), а по предложению 
1.8 A~GF(A)/T9 где Т — подмодуль GF(A)f состоящий из о-периоди-
ческих элементов. Следовательно, существует эпиморфизм 
G(P(F(A)))-+A, что противоречит единственности проективного на­
крытия. 

Следствие 2.7. Если А—такой А-модуль представления, что Р\АУ 
то рл(Л)<рг(/?(Л)). 

Двойственным понятием к понятию проективного модуля является 
понятие инъективного модуля представления, введенное А. В. Ройте-
ром (12). Модуль представления Q называется инъективным модулем 
представления, если всякая точная последовательность модулей пред­
ставлений 

0-+Q-+A-+B-+0 
расщепляема. Очевидно, это будет тогда и только тогда, когда модуль 
Q* проективен. Из однозначности разложения следует, что неразложи­
мый проективный Л-модуль изоморфен прямому слагаемому Л, и пото­
му неразложимый инъективный Л-модуль представления изоморфен 
прямому слагаемому Л*. 

Нам понадобится следующий факт, доказанный в (5) (предложения 
4.2 и 4.3). 

П р е д л о ж е н и е 2.8. Неразложимый проективный (инъективный) 
модуль представления имеет ровно один максимальный подмодуль (ми­
нимальный надмодуль). Наоборот, если А есть А-модуль представления» 
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рациональная длина которого не меньше максимума рациональных длин 
неразложимых проективных А-модулей, и А имеет ровно один макси-
нальный подмодуль (минимальный надмодуль), то А неразложим и про-
ективен (инъективен). 

Модули представлений, которые одновременно- проективны и инъек-
тивны, будем называть биективными модулями. Важную роль в даль­
нейшем будет играть следующая «лемма о выбрасывании». 

ЛЕММА 2.9. Если А — неразложимый биективный А-модуль, то су­
ществует собственное надкольцо Г кольца А такое, что всякий неразло­
жимый А-модуль представления, кроме Л, есть Y-моду ль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Г = П Л (С), где С пробегает все не-
разложимые Л-модули представлений, кроме Л. Нужно проверить, что 
Г=т^Л. Пусть Г = Л. Тогда найдется конечный набор неразложимых Л-мо-

k 
дулей представлений С ь ..., Си такой, что С\ФА и Л = р| Л(Сг)-=Л(С), 
где C = Ci© ... ©С^. По предложению 1.2, существует точная последова­
тельность 0-кЛ.->Сп-^Ст, а потому и точная последовательность 
0->Л->Сп-^->0, где X — модуль представления, откуда следует, что 
О ~ Л 0 Х , так как Л инъективен, но это противоречит однозначности 
разложения. 

Мы будем говорить, что Г получается из Л выбрасыванием неразло­
жимого биективного модуля Л, и писать Г = Л_(Л). 

Нетрудно заметить, что и наоборот, если у Л есть надкольцо Г, имею­
щее те же неразложимые модули представлений, кроме Л, то Л-модуль Л 
биективен. 

ЛЕММА 2.10. Пусть А — неразложимый биективный А-модуль, Ах — 
его единственный минимальный надмодуль, Л2 — его единственный мак­
симальный подмодуль, Г = Л~(Л). Тогда если Ах Ф Л, то А2фА и Т-мо~ 
дуль А\ проективен, а Т-модуль Л2 инъективен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку А\ ФА, то А\ есть Г-модуль и по­
тому Л1=ЛГ. Но так как Л — проективный Л-модуль, то Л~Л©Х, Гс^ 
c^AY@XY и Л1=ЛГ — проективный Г-модуль. 

Если А2с^А, то Л2 инъективен и Л—его единственный минимальный 
надмодуль, поэтому Аъ как единственный минимальный надмодуль модуля 
Ао^А2, изоморфен Л, что противоречит предположению. Следовательно, 
А2фА. Тогда А\фА* и есть минимальный надмодуль биективного модуля 
Л*. Поэтому А*2 — проективный, а Л2 — инъективный Г-модуль представ­
ления. 

П р е д л о ж е н и е 2.11. Пусть А — неразложимый проективный А-мо­
дуль, А\ — его минимальный надмодуль. Тогда Ах разлагается не более 
чем на два прямых слагаемых, и если А\ разложим, то у него нет А-про-
ективных прямых слагаемых. Двойственным образом, если А — неразло­
жимый инъективный А-модуль представления, Л2 — его максимальный 
подмодуль, то Л2 также разлагается не более чем на два прямых слагае­
мых, и если А2 разложим, то у него нет А-инъективных прямых слагае­
мых. Если А биективен, то А\ и Л2 разложимы одновременно. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что А проективен, а А\ раз­
ложим, и рассмотрим модуль Ai=Al/AlR. Его длина 1(АХ) не меньше 
числа прямых слагаемых модуля Аг. Но AIRZDAR, 1(Аг/А) = 1 и 
l(A/AR) = 1, откуда следует, что 1{АХ) <^2 и потому АХ=В®С, где В и С 
неразложимы, AXR=AR, a BR@C и B®CR — максимальные подмодули 
в Л ь причем (BRQC) DA=(B®CR) DA=AR. Тогда A/AR^AJBRQCcz 
~В/ВЯ~Аг/В®СЯ~С/СЯ, следовательно, />(Я)~Я(С)~Л [см. (5), 
§ 2] и, таким образом, ни В, ни С не могут быть проективными. 

Остается заметить, что если Л — биективный модуль, то у него всего 
один максимальный подмодуль A2—AR, и потому если Ах разложим, то 
п Л2 разложим. 

П р е д л о ж е н и е 2.12. Если у модуля представления А есть ровно 
один минимальный надмодуль В, причем 1(Р(В/А)) = / ( Л ) , то А инъек-
тивен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим U = B/A, £/ft = Hom0 (U, k/o) [см. 
(9)]. Тогда у модуля Л* есть один максимальный подмодуль В*, причем 
A*/B*~U*(9). Следовательно, Р(А*)^Р(1Г). Пусть P = P(U)~eA, где 
£—минимальный идемпотент кольца Л. Покажем, что P(U*)~Ae. 

Разложим факторкольцо A = A/R в прямую сумму простых колец: 
A = /iA© ... (BfhA, где /i, ..., /&— минимальные центральные идемпотен-
ты. Простой А-модуль Uc^eA, где е = е mod R, причем U однозначно (с 
точностью до изоморфизма) определяется тем идемпотентом /г-, для ко­
торого и[{фО, или efi=^=0. Но тогда U* — также простой А-модуль и 
fiU*=^=0, откуда следует, что U* = Ae, так как 1{еф0. Поэтому P(U*)c^ 
~Ае и 7(P(U*))=T(eA)=T(A)=T(Am). Значит, A*~P(Um) — проектив­
ный, а Л — инъективный модуль. 

§ 3. Бассовы порядки 

Напомним, что согласно (5) о-порядок А называется горенштейно-
вым, если А является инъективным (и, следовательно, биективным) мо­
дулем над собой. Порядок называется бассовым, если все его надколь­
ца горенштейновы. Из результатов (5) и предложения 1.1 непосредствен­
но следует 

ТЕОРЕМА 3.1. Следующие условия равносильны: 
1) о-порядок А бассов; 
2) для всякого А-модуля представления А Л \ А ( Л ) ; 
3) всякий А-модуль представления А проективен как Е(Л)-модуль; 
4) для любых А-модулей представлений А и В из того, что А\В, сле­

дует А*\В\ 
Заметим, что эта теорема остается справедливой и без предположе­

ния локальности кольца о. 
П р е д л о ж е н и е 3.2. Если А — бассов порядок, Р — проективный 

А-модуль, то Е(Р) — бассов порядок. 
Доказательство непосредственно вытекает из следствия 1.6. 
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В работе (5) (теорема 11.3) доказано, что всякий бассов порядок над 
полным локальным дедекиндовым кольцом разлагается в кольцевую 
прямую сумму наследственных порядков, порядков, изоморфных Мп(Ь), 
где L — первичный бассов порядок, т. е. неразложимый как модуль бас-
сов порядок, а также порядков, изоморфных Вп(т, d), где Вп(т, d) — 
порядок в матричной алгебре Mn(D) над телом D, следующего вида: 
если С — единственный максимальный порядок в D (13), я — его про­
стой элемент, то Вп (m, d) имеет £)-базис dijCij (е^ — матричные едини­
цы), причем dij = nd при i>m, /=^m, dij=\ при i^.m или j>m. Первич­
ные бассовы порядки имеют рациональную длину 1 или 2, т. е. лежат 
либо в теле, либо в прямой сумме двух тел, либо в матричной алгебре 
второго порядка над телом. 

В этом параграфе мы докажем теорему, из которой следует теорема 
редукции для бассовых порядков. 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть Л — горенштейнов порядок, неразложимый в 
в кольцевую прямую сумму, Г — некоторое минимальное надкольцо 
кольца Л. Если Г горенштейново, то порядок А бассов и либо наследст­
венен, либо изоморфен Mn(L), где L — первичный бассов порядок, либо 
изоморфен Bn(m, d). 

Доказательству теоремы мы предпошлем два вспомогательных 
факта. 

ЛЕММА 3.4. Всякое минимальное надкольцо Г горенштейнова по­
рядка А имеет вид А - (Р) , где Р — неразложимый проективный (а пото­
му и биективный) А-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если всякий проективный А-модуль является 
Т-модулем, то Г = А. Поэтому найдется неразложимый проективный 
А-модуль Р, не являющийся Г-модулем. Тогда Г=эЛ~"(Р), и потому Г = 
= Л-(Р) . 

П р е д л о ж е н и е 3.5. Пусть А — горенштейнов порядок, Р — не­
разложимый проективный А-модуль, Рх — его единственный минималь­
ный надмодуль. Если Рх — проективный А-модуль, то А разлагается в 
кольцевую прямую сумму. A-=Ai©A2, где А\ — наследственный порядок 
в простой алгебре, и Р — неприводимый А\-модуль представления. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Pi — проективный Л-модуль, то, по 
предложению 2.11, он неразложим. Кроме того, Р\ биективен, поэтому у 
него есть один минимальный надмодуль Р2. Если ХфРх — максималь­
ный подмодуль в Р2, то ХПР1 = Р, т. е. X — минимальный надмодуль Р, 
отличный от Р ь что невозможно. Следовательно, у Р2 один максималь­
ный подмодуль и потому Р2 — фактормодуль неразложимого проектив­
ного А-модуля Р'. Но тогда P{ = P2R есть фактормодуль P'R, откуда 
либо P\C^PrR и Р2~Р', либо P'Rc^P^Y, что невозможно, так как Рг и 
Pi — инъективные А-модули представлений. Таким образом, Р2 также 
есть неразложимый проективный A-модуль. Аналогично показывается, 
что и минимальный надмодуль Р3 модуля Р2 неразложим и проективен 
Продолжая этот процесс, мы построим цепочку неразложимых проектив­
ных Л-модулей P = P0czPic:P2c= ..., где Р; — максимальный подмодуль 
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в Pi+i. Поскольку число неразложимых проективных Л-модулей конеч­
но, то найдутся два номера / < / такие, что Pi~Pjt откуда следует, что 
все Л-модули, рационально изоморфные Р, изоморфны одному из моду­
лей Ргч-ь Рг+2, .., Pj9 т. е. неразложимы и проективны. Поэтому Р — не­
приводимый Л-модуль, и если A=Ai®A2, где Ai — простая компонента 
с неприводимым модулем Р, то A = Ai®A2, где Ai — наследственный по­
рядок в Ль 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.3. Предположим, что Л не на­
следственно и Р — такой неразложимый проективный Л-модуль, что 
Г=Л~(Р) . Пусть Pi — минимальный надмодуль, Qi — максимальный 
подмодуль модуля Р. Из предложений 2.11 и 3.5 следует, что Рх не 
имеет Л-проективных прямых слагаемых. По лемме 2.10, Р\ — проектив­
ный, а потому и биективный Г-модуль. Если A = PS©P /, где Р' не содер­
жит прямых слагаемых, изоморфных Р, то Г=^Р* ©Р' и всякий нераз­
ложимый проективный Г-модуль есть либо проективный Л-модуль, либо 
прямое слагаемое Р\. Аналогично, всякий неразложимый инъективный 
Г-модуль есть либо инъективный (а потому и проективный) Л-модуль, 
либо прямое слагаемое Q\. Поэтому если Pi неразложим, то P ^ Q i . 

Предположим, что Pi разложим: Р1=Л1ФЛ2; Qi = Bi©52, где Б; — 
единственный максимальный подмодуль Лг-, а Лг- — единственный мини­
мальный надмодуль В г. Тогда А\ и Л2 — инъективные модули над Г, но 
не над Л, и потому они изоморфны Вг или В2. Если А\~Ви то А2~В2у и 
если А\~В2, то А2~ВХ. Следовательно, по предложению 3.5, Г = Г1®Г2> 
где Ti наследственно, причем Т\ = Р1 , а Г2 = Р'. Но тогда A=Ai©T2 , где 
Ai = Ps, откуда, ввиду кольцевой неразложимости Л, Г2 = 0, A = PS,. 
Г = Г1 — единственное минимальное надкольцо Л и Л бассово. Кроме то­
го, А\ и А2 — неприводимые модули, поэтому 1(Р)=2 и A~M n (L) , где 
L = E(P) —первичный бассов порядок либо в прямой сумме двух тел, 
либо в матричной алгебре второго порядка над телом. 

Пусть теперь Pi неразложим, Р2 — его максимальный Г-подмодуль, 
P2ZDQU ЕСЛИ Р 2 ~ Р Ь ТО Г = Г1©Г2, где Ti наследственно, причем Т\=Р^ 
Г 2 =.Р\ откуда вновь следует, что Г2=-0 и A = PS, a P — неприводимый 
модуль; А бассово и A~Mn(L), L = E(P) — первичный бассов порядок в 
теле. 

Если Р2фРи то P2=fcQi и есть минимальный надмодуль Q1c^Pv Поэ­
тому Р2 — биективный модуль над кольцом Г2 = Г""(Р1). Кроме того, един­
ственный максимальный подмодуль Q2 Г-модуля Q± изоморфен Р2. Г 2 ^ 
^Р\®Р', следовательно, Г2 также горенштейново и порядки Гг = Г и Г2 

удовлетюряют условию теоремы. Если Р2 — проективный Ггмодуль, то 
Гх = Г[ 0 Гь где Т[ — наследственный порядок, причем r i = Pi 0 Р™, Р2 — 
проективный А-модуль [и А = Л' 0 Г^ где Л' = Ps 0 Р%. Ввиду неразложи­
мости А, Г[ = 0 [и А = Л' == Р9 0 Р™. Поскольку Р2 — неприводимый модуль 
представления наследственного порядка Гх, то его кольцо эндоморфизмов £> 
максимально [см. (5), предложение 3.2]. Но, очевидно, любой эндоморфизм 
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Р2 оставляет Рх и Р на месте, поэтому и Е (Р) = О. Тогда, выбирая согласо­
ванные О-базисы в Р и Р2, легко заключить, что Л = Л ( Р 0 Р 2 ) ~ В Л ( т , d). 

Если же Грмодуль Р2 не проективен, то к паре колец Ti и Г2 приме­
нимы все те же рассуждения, что и к кольцам Л и Г, откуда следует, что 
либо Т\ = Р1 и тогда A=PS и Ac^Mn(L), где L — первичный бассов по­
рядок, либо Р2 неразложим и его единственный максимальный ^-под­
модуль Р3 Ф Р 2 и есть биективный модуль над Г3 = Г2-(Р2). Продолжая 
этот процесс, мы получим цепочку надколец Г^сгГгСгГзс: ..., которая 
должна оборваться, так как надкольца Л удовлетворяют условию мак­
симальности. Но она может оборваться только в одном из разобранных 
случаев, откуда и получаем доказательство теоремы. 

Пусть Л — бассов порядок, Л = Р ^ ф ... (BPS/, где модули Р ь ..., Pt 
попарно неизоморфны, Р = Рг(& ... ©Р*, Г = £ ( Р ) есть порядок, Морита-
эквивалентный Л. Но из теоремы редукции следует, что Г есть прямая 
сумма наследственных порядков, первичных бассовых порядков и поряд­
ков, изоморфных ВгО» d). Из результатов (5) следует, что у первичных 
бассовых порядков всякий идеал имеет не более двух образующих. Лег­
ко видеть, что то же верно и для В2{1, d). Таким образом, получаем сле­
дующий результат. 

ТЕОРЕМА 3.6. Всякий бассов порядок Морита-эквивалентен кольце­
вой прямой сумме наследственного порядка и порядка, всякий идеал ко-
торого имеет не более двух образующих. 

Нам понадобится также следующий факт. 
П р е д л о ж е н и е 3.7. Пусть А — неразложимый (как модуль) го-

ренштейнов порядок, Г — его единственное минимальное надкольцо. 
Если порядок Г разложим, то он наследственен, а А бассов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По предложению 2.11, Г = Ах ®712, где Ах и Л2— 
неразложимые проективные Л-модули, а единственный максимальный под­
модуль в Л имеет вид ВхфВ2 , где Вь — единственный максимальный под­
модуль Ai, a At —единственный минимальный надмодуль Д . Пусть 
/(Лх)> l(A2), A't—минимальный надмодуль Л*. Тогда всякий максимальный 
подмодуль A'i есть минимальный надмодуль Bt и потому совпадает с Л;. 
Следовательно, А[ — проективный Г-модуль и, по предложению 3.5, Г = ГхфГ2, 
где 1\ — наследственный порядок и Лх — неприводимый 1\-модуль (возможно, 
что Г2 = 0). Но тогда 1(А2) = 1(А±) = 1 и потому Л2 — также проективный 
Г-модуль, причем если А[ ~ Аъ то А2с^А2, га е̂сли А[с^А2, то А'2^Аг. 
В обоих случаях Г — наследственный, а Л — бассов порядок. 

С л е д с т в и е 3.8. Пусть G — конечная р-группа порядка п>р, Л = 
= ZPG — ее групповое кольцо над кольцом целых р-адических чисел, Г — 
минимальное надкольцо А (единственное, поскольку, как известно, А не­
разложимо и горенштейново). Тогда Г неразложимо и негоренштейново. 

Доказательство следует из того, что при п>р кольцо Л, как извест­
но, не является бассовым. 

З а м е ч а н и е . Пользуясь случаем, отметим неточности, содержащие­
ся в п. п. 13° и 14° статьи (5). Именно, в п. 13°, на стр. 1433, говорится: 
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«7i = Ai/AiR — двумерная алгебра над Г». Однако, во-первых, тело Т 
может не быть полем, а во-вторых, даже если Т — поле, то оно не обя­
зано содержаться в центре 7\-. Поэтому следовало сказать: «Гг- содержит 
подтело, изоморфное Г, и как векторное пространство над ним имеет 
размерность 2». Все остальные рассуждения этого пункта проходят без 
изменений. 

Необходимо также изменить формулировку предложения 14.1 на сле­
дующую: «Первичный бассов порядок в M2(D) сопряжен с порядком, со­
держащим все скалярные матрицы со£ (со^О)», поскольку сопряжение 
не оставляет, вообще говоря, на месте матрицы такого вида. 

Авторы благодарны К. В. Роггенкампу, указавшему на эти неточно­
сти. 

§ 4. Квазибассовы порядки 

О п р е д е л е н и е . Порядок Л над полным локальным дедекиндо-
вым кольцом назовем квазибассовым, если всякий неразложимый Л-мо-
дуль представления обратим. 

Ввиду предложения 1.1 это эквивалентно тому, что всякий неразло­
жимый модуль представления проективен над своим кольцом множите­
лей, т. е. является прямым слагаемым некоторого надкольца порядка Л.. 

Очевидно, всякий бассов порядок является квазибассовым. Обрат­
ное, вообще говоря, неверно. Например, рассмотрим порядок Л в M3(k) 
следующего вида: 

(о о о \ 
m m m J + o • 1, 
m о m / 

где ttt—максимальный идеал в о. А=А@В, где 1(B) =2, причем легко 
проверить, что В — биективный Л-модуль, а Л~(В) —наследственный 
порядок. Поэтому порядок Л квазибассов, но, ввиду теоремы 3.3, не бас­
сов. 

Однако имеет место следующий факт. 
П р е д л о ж е н и е 4.1. Неразложимый как модуль квазибассов по­

рядок бассов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку порядок Л квазибассов, а Л* — не­

разложимый модуль, то Л* проективен над Л = Л(Л*) и потому Л горен-
штейнов. Пусть Г — минимальное надкольцо Л. Если порядок Г нераз­
ложим, то он также горенштейнов и, по теореме 3.3, Л бассов. Если же 
Г разложим, то Л бассов по предложению 3.7. 

С л е д с т в и е 4.2. Квазибассов порядок в прямой сумме тел бассов. 
Доказательство следует из того, что такой порядок разлагается в 

прямую сумму порядков, неразложимых как модули. 
П р е д л о ж е н и е 4.3. Если Л — квазибассов порядок, Р — проектив­

ный Л-модульу Т=Е(Р)у то Г — также квазибассов порядок. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В — произвольный неразложимый Г-мо-

дуль представления. Последствию 1.6, £ ~ Н о т л ( Л А), где А есть Л-мо-
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дуль представления, причем Е(В)~Е(А) и В\А как £(В)-модуль. Но 
тогда А — неразложимый Л-модуль представления, следовательно, он 
обратим, т. е. А\Е(А) = Е(В), откуда В\Е(В)У т. е. В обратим. 

ТЕОРЕМА 4.4. Следующие условия равносильны: 
(1) порядок А квазибассов; 
(2) всякий неразложимый А-модуль представления инъективен над 

своим кольцом множителей] 
(3) кольцо эндоморфизмов любого неразложимого А-модуля пред­

ставления бассово. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) =» (3). Пусть А — неразложимый Л-мо­

дуль представления. Тогда А проективен как Л (А) -модуль, Л(Л) квази-
бассово и, по предложению 4.3, Е(А) также квазибассово. Но Е(А) не­
разложимо, поэтому, по предложению 4.1, оно бассово. 

(3) =#- (1). Пусть А — неразложимый Л-модуль представления. Тогда 
Е(А) —бассов порядок и, по теореме 3.1, Л \ £ ( Л ) , т. е. А обратим. 

(2) <н> (3). Условие (2), ввиду двойственности, равносильно тому, что 
всякий неразложимый левый Л-модуль представления обратим, т. е., как 
доказано выше, равносильно тому, что кольцо эндоморфизмов каждого 
неразложимого левого Л-модуля представления бассово. Остается заме­
тить, что Е(А) =Е(Л*). 

С л е д с т в и е 4.5. Рациональная длина неразложимого модуля пред­
ставления квазибассового порядка не превосходит 2. 

С л е д с т в и е 4.6. Вес квазибассового порядка не превосходит 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что Л — квазибассов порядок и 

р*(Л)>3. Тогда, по предложению 2.1, найдется неприводимый Л-модуль 
представления Л такой, что р л ( Л ) > 3 , т. е. если Р — проективное накрытие 
Л, то Z(P)>4. Применим к точной последовательности РД.Л—>0 функтор 
НотА (•, Л). Мы будем обозначать НотЛ (X, Л) = X. Получим: 

0 - > Л - ^ Р - > В - > 0 , 
где Б = Сокегф. / ( Б ) ^ 3 , поэтому В разложим: В = ВХ@В2. Но тогда из 
(5) (предложение 4.1) следует, что Р = РХ®Р2, Л=Л1©Л2 и Bic^PilAi. 
Поскольку Л неприводим, какое-то из его прямых слагаемых равно О, 
например, А{ = 0. Тогда Р\ = В{ и Р = РХ@Р2, причем PiCiKer cp, что про­
тиворечит равенству Р = Р(А). 

Порядок Л назовем однородным, если все неразложимые проектив­
ные Л-модули имеют одинаковую рациональную длину. Для таких по­
рядков следствие 4.6 допускает усиление. 

П р е д л о ж е н и е 4.7. Если А — однородный квазибассов порядок, 
то р*(Л)=<С2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р = 1(Р), где Р — неразложимый проек­
тивный Л-модуль. Предположим, что р*(Л)>2, и пусть А — неприводи­
мый Л-модуль представления, для которого рл(Л)>2. Если р = 2, то в 
Р(А) входит не менее двух прямых слагаемых и тогда рл(Л)^4 , что 
невозможно по следствию 4.6. Остается случай р=1. Но тогда порядок 
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А вполне разложим, и все Л-модули представлений вполне разложимы. 
В этом случае доказательство неравенства р*(Л)^2 дословно повто­
ряет доказательство следствия 4.6 [см. (14)]. 

В (14) показано, что если Л — вполне разложимый порядок и 
Р*(Л)^:2, то у всякого его надкольца есть биективный модуль. 

П р е д л о ж е н и е 4.8. Если у всякого надкольца порядка А есть 
биективный модуль, то порядок А квазибассов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — неразложимый Л-модуль представ­
ления, Т=А(А)У В — биективный неразложимый Г-модуль. Тогда Г = 
=--В@Х и, по предложению 1.2, существует точная последовательность 
0->В-^Лп->Лт, расщепляемая из-за инъективности В. В силу однознач­
ности разложения на неразложимые, отсюда следует, что AC^LB, Т. е. А 
есть проективный Г-модуль. 

Таким образом, во вполне разложимом случае все три условия: 
р*(Л)^2, существование биективных модулей у всех надколец и квази-
бассовость — равносильны. Однако в общем случае неравенство в след­
ствии 4.6 усилить нельзя. Именно, рассмотрим порядок Л в Мг(/г) сле­
дующего вида: 

о о о \ 
т 2 т т I + о - 1. 
т о т / 

Нетрудно проверить, что порядок Л имеет, кроме, неприводимых, только 
два неразложимых модуля, причем оба они двучленные и их кольца эн­
доморфизмов изоморфны порядку в M2(k) вида 

(Ш m U o - l . 
Vo ш) 

который бассов (15). Кольца эндоморфизмов неприводимых Л-модулей 
максимальны. Поэтому Л — квазибассов порядок. Однако для неприво­
димого модуля А вида 

(о, ш, ш) 
проективное накрытие есть само Л, откуда рл(Л) =3 . 

ТЕОРЕМА 4.9. Следующие условия равносильны: 
(1) р- (Л)<2; 
(2) у всякого надкольца порядка А есть биективный модуль. 

Если А однороден, то эти условия равносильны квазибассовости. 
Установим сначала следующий результат. 
П р е д л о ж е н и е 4.10. Если у всякого надкольца порядка А есть 

биективный модуль и А не вполне разложим, то у А есть двучленный не­
разложимый биективный модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Л не вполне разложим, то у него 
есть неразложимый двучленный проективный модуль Р. Предположим, 
что Р не биективен, А\ и А2 — два его минимальных надмодуля. Пока­
жем, что хотя бы один из них неразложим и проективен. 
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Пусть это не так. Тогда у А\ есть максимальный подмодуль В\ФР, 
причем Bir)P = PR (R — радикал Л). Обозначим С = ВХ + В2, D=Ax-\-A2, 
В — неразложимый биективный Л-модуль, Т = А~(В). Докажем, что Л* 
и В{ остаются Г-модулями (тогда С и D — также Г-модули). 

Поскольку Аг не проективны, то А{ф В. По предложению 2.11 у Л* 
нет прямых слагаемых, изоморфных В. Bi ф J3, так как у Bi по крайней 
мере два минимальных надмодуля: Ai и С. Предположим, что В\~В@Х. 
Тогда у В\ есть минимальный надмодуль В'(&ХУ где В' — минимальный 
надмодуль В. Если В~В\ то любой модуль, рационально эквивалент­
ный В, изоморфен В и A = Ai©A2, где Ai— наследственный (даже мак­
симальный) порядок с неприводимым модулем В, и Р разложим, что 
противоречит предположению. Таким образом, если ХфВ, то В'@Х 
есть Г-модуль, причем В' — проективный Г-модуль и, по предложению 
2.11, В'®ХфАх. Но тогда А1П(В'®Х)=В1 и ВХ — также Г-модуль, что 
невозможно. 

Итак, Bi~B(BB. Тогда сумма всех минимальных надмодулей В\ есть 
#'©В', причем 1(В'ФВ'/В1)=2, откуда следует, что В' ® B ' = D, так как 
D есть сумма минимальных надмодулей В\. D = C + A\, и l(D/Bx) =2. 
Но DR = PR, так как DZDP И D/PR — прямая сумма простых модулей. 
Поэтому l(D/DR) =3 и l{BfjB'R) -1 ,5 , что невозможно. 

Следовательно, А и Biy С и D остаются Г-модулями. Но тогда, ана­
логичным образом, они остаются модулями и над порядком Г ь который 
получается выбрасыванием биективного неразложимого Г-модуля. Про­
должая этот процесс, мы построим строго возрастающую цепочку над­
колец порядка А : Г = Гос:Г1с:Г2с: ..., таких, что Р, Ai и Bi остаются мо­
дулями над любым Г&, чего быть не может, так как строго возрастаю­
щая цепочка надколец должна дойти до максимального порядка, у ко­
торого нет двучленных неразложимых модулей. 

Таким образом, один из модулей А\ я А2 должен быть неразложи­
мым проективным А-модулем. Заменяя Р на этот модуль Р ь мы вновь 
получим, что либо Pi биективен, либо у него есть неразложимый проек­
тивный минимальный надмодуль. 

Отсюда, аналогично доказательству предложения 3.5, следует, что 
существует биективный двучленный неразложимый модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.9. (1) =Ф (2). Ввиду предложе­
ния 2.5, достаточно показать, что у любого кольца веса 2 есть биектив­
ный модуль. Пусть А — такой неприводимый Л-модуль представления, 
что р Л (Л)=2 . Рассмотрим структуры рационально эквивалентных не­
приводимых Л-модулей представлений. Если все они линейно упорядо­
чены, то Р = Р(А) есть двучленный неразложимый проективный модуль 
и для любого двучленного модуля В имеет место неравенство 
l(B/BR)^2. Предположим, что Р не инъективен. Тогда у него есть по 
крайней мере два минимальных надмодуля Pi и В\. Если l(P\/P\R)^2 
и l(BxBlR)~$>2, то, полагая В = Рх + Ви получим /(B/BR)^>3, что невоз­
можно. Поэтому, например, l(P\/P\R) = l и потому Pi — неразложимый 
проективный модуль. Продолжая аналогичные рассмотрения, мы либо 

5 Серия математическая, № 2 
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дойдем до биективного модуля, либо построим бесконечную цепочку не­
разложимых проективных модулей P = P0c:Pic:P2c: ..., в которой P*+i— 
минимальный надмодуль Рг, и, следовательно, Р* — единственный мак­
симальный подмодуль Pi+\. Отсюда вновь следует, что всякий мо­
дуль, рационально эквивалентный Р, проективен и неразложим, что не­
возможно, так как 1{Р) = 2. 

Если не все структуры рационально эквивалентных неприводимых 
Л-модулей линейно упорядочены, то за А можно принять такой непри­
водимый Л-модуль представления, что l(A/AR)=2. Тогда Р(А) = Р\®Р2, 
причем Pi~P2~А. Предположим, что Pi не инъективен. Тогда либо у 
него есть два минимальных надмодуля, либо у него один минимальный 
надмодуль 5, причем В фР\ и потому Р(В)ФРХ. Покажем, что у В 
один максимальный подмодуль. Пусть это не так и Вх — максимальный 
подмодуль 5 , отличный от Р ь Х = В{ПР{. Модуль Р* имеет один мак­
симальный подмодуль и не проективен. Поэтому Р(Р* ) —двучленный 
неразложимый модуль, откуда следует, что рл(^*)^=3, что невозможно. 
Следовательно, Р(В) —неразложимый модуль. Но существует эпимор­
физм В(ВР2-+А, а значит, и эпиморфизм Р(В)(ВР2—>Р(А), что противо­
речит однозначности разложения. 

Итак, у Р\ есть два минимальных надмодуля, откуда, как и выше, 
можно заключить, что один из них проективен, и снова либо дойти до 
биективного модуля, либо доказать, что любой модуль, рационально эк­
вивалентный Р ь проективен. Но Ас^Р\ и А не проективен. Полученное 
противоречие завершает доказательство. 

(2) =#• (1). Предположим, что р*(Л)>2. Тогда, по предложению 4.8 и 
следствию 4.6, р*(Л)=3, т. е. существует неприводимый Л-модуль пред­
ставления А такой, что р Л (Л)=3 . Пусть Р = Р(А). Если Р вполне раз­
ложим, то Г = Е(Р) —вполне разложимый квазибассов порядок. Но, по 
предложению 2.6 (б), проективное накрытие Г-модуля Л = Нот л (Р , А) 
есть Г, откуда р*(Г) ^ 3 , что противоречит предложению 4.7. 

Остается рассмотреть случай, когда Р = Рх 0 Р2, Р2 —двучленный неразло­
жимый модуль. Тогда у Л есть двучленный биективный модуль Р0. Пусть 
Г=Л~~(Р0). Если Р0=/=Р2, то проективное накрытие А как Г-модуля есть, 
по-прежнему, Рх 0 Р2, и рг (А) = 3. Предположим, что Р0 = Р2 и других 
биективных двучленных Л-модулей нет. Рассмотрим эпиморфизм ф: Рх 0 
0 Р 2 - > Л ; пусть Л1=ф(Р1)> А2 = ц)(Р2),А=А1+А2. Если Г = Л~(Р2), то 
Ах и Л2 есть Г-модули, причем А2 — фактормодуль единственного минималь­
ного надмодуля Р2 модуля Р2. Если Р2 неразложим, то проективное накры­
тие А как Г-модуля есть Рх Ф Р2 |и рг(А) = 3. Пусть Р2 разложим. Тогда 
максимальный подмодуль Р2 модуля Р2 также разложим, по предложению 
2.11, и единственными новыми инъективными Г-модулями являются прямые 
слагаемые Р2. Поэтому у Г нет биективных неразложимых двучленных 
модулей и, по предложению 4.10, Г вполне разложим, а следовательно, у Л 
есть всего один неразложимый двучленный модуль Р2. Применим к точной 
оследовательности Р -̂ > А -> 0 функтор Нотл (•, Л): 
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где Х = Сокегф. Если X разложим, то, как и при доказательстве следст­
вия 4.6, мы придем к противоречию с тем, что Р = Р(А). Поэтому X 
неразложим. Но 1(Х)=2, а у Л есть всего один двучленный неразложи­
мый модуль, который биективен. Следовательно, наша точная последо­
вательность расщепляема. Тогда расщепляема и последовательность 

т. е. существует гомоморфизм а : Л—кР такой, что cpa=l j . Но естест-
венный гомоморфизм А-+А есть вложение, и, ограничивая а на Л, мы 
получим гомоморфизм, расщепляющий точную последовательность 

Ф 
P-Wl-^О, что невозможно. Полученное противоречие и доказывает имп­
ликацию (2) =Ф (1). 

Если Л однородно, то эквивалентность условий (1), (2) и квазибас-
совости следует из предложений 4.7 и 4.8. 

Рассмотрим произвольный порядок Л. Разложим 1 в сумму мини­
мальных ортогональных идемпотентов: 1=е\+ ... -\-es. ец\ — неразло­
жимый проективный Л-модуль. Идемпотент ei назовем я-членным, если 
модуль е Д является /г-членным. Это соответствует тому, что в алгебре 
А е{ распадается на п минимальных идемпотентов. 

Пусть Л — квазибассов порядок. Тогда всякий минимальный идем­
потент либо двучленный, либо одночленный. Обозначим через е сумму 
всех одночленных и через f — сумму всех двучленных идемпотентов из 
некоторого разложения единицы. Тогда еАе и fAf— однородные квази-
бассовы порядки, т. е. порядки веса 2. Если обозначить еЛе = Ль fAf = A2, 
eAf=X, fAe= У, то Л можно представить в виде: 

где Ai и Л.2—порядки веса 2, X — левый Л г и правый Л2-модуль, У — 
левый Л2- и правый Л2-модуль. 

Мы докажем теорему, которая в некотором смысле сводит изучение 
порядков веса 2 к случаю порядков в сравнительно «небольших» алгеб­
рах. 

ТЕОРЕМА 4.11. Пусть 1 = ех + ... +es — разложение единицы поряд­
ка А в сумму минимальных ортогональных идемпотентов. Порядок А 
имеет вес 2 тогда и только тогда, когда для любого идемпотента е, яв­
ляющегося суммой не более двух идемпотентов из этого разложения, 
либо суммой трех одночленных идемпотентов из этого разложения, по­
рядок еАе имеет вес 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если р*(А)^2, то р*(еАе)^2 по предложе­
нию 2.6. Наоборот, пусть р*(еЛе)^2 для любого идемпотента, удовлет­
воряющего условию теоремы. Тогда все идемпотенты ei не более, чем 

6* 
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двучленные. Предположим, что р*(Л)>2, и пусть А—неприводимый 
Л-модуль, для которого рл(Л)>2, Р = Р(А). Тогда l(P)>2, a P есть 
прямая сумма модулей рациональной длины, не большей 2. Поэтому в Р 
есть прямое слагаемое Рг либо вида Pi®P2, ЧР2) =2, либо вида 
Pi©/>2eP3, Г(Л) = 1. Если ф: Р-^Л—эпиморфизм и ф ( Р ' ) = 5 , то 
Р'=Р(В). Выберем для каждого прямого слагаемого модуля Рг такой 
идемпотент f из нашего разложения, что это слагаемое изоморфно /Л, и 
пусть е — сумма этих идемпотентов. Очевидно, е удовлетворяет условию 
теоремы. Тогда еЛ\В, еАе = Е(еА) и, по следствию 2.7, реле(Ве)^ 
^ р л ( 5 ) ^ 3 (так как Ве~НотА (еЛ, В)). Теорема доказана. 

Заметим, что аналогичный результат имеет место и для бассовых по­
рядков. Это, очевидно, следует из теоремы 3.3. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение теоремы 4.11. 
Пусть Г — первичный бассов порядок, N — его радикал. Докажем, 

что порядок Лп следующего вида имеет вес 2: 

Т N...N N] 
|Г F...N N\ 

Лп 
Г 
Г 

Г 
Г 

В силу теоремы 4.11, достаточно проверить, что вес 2 имеет порядок Л3: 

Ля 
г 
г 
г 

N 
Г 
г 

N 
N 
Г 

Очевидно, модуль (Г, Г, Г) биективен. Выбрасывая его, получим над­
кольцо вида: 

/Г N N^ 
I Г Г N 
\ 1 \ Г Гу 

где Ti — минимальное надкольцо Г. Учитывая, что JV~TI [CM. (5)], лег­
ко видеть, что у этого кольца биективен модуль (Г, Г, N), выбрасывая 
который, получим надкольцо 

/Г N N\ 
(Г, Г N\. 
\ 1 \ Г Г/ 

У этого кольца биективен модуль (Г, N, N). Продолжая выбрасывать 
биективные модули, мы получим надкольцо Л^ вида: 

К= r i r i ^ 
\ 1 \ 1\ 1\, 
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В конце концов мы дойдем до порядка Q вида 
/Л П П\ 

Q = А Д П , 
\д д д/ 

где П — радикал Д, а Д — либо максимальный порядок, либо разло­
жимый наследственный порядок. В обоих случаях порядок Й наследст­
венен, а потому Л3 — веса 2. Интересно отметить, что если Г — макси­
мальный порядок в теле D, то Лп есть минимальный наследственный 
порядок в Mn(D) (5). 

Порядок Лп содержится в бассовом порядке МП(Г) (5), причем 
Mn(T)RczAn {R — радикал Лп) . Весьма правдоподобным кажется сле­
дующее предположение: у любого квазибассового порядка Л есть бас-
сово надкольцо Л' такое, что A'RkczA, где k — некоторая постоянная, не 
зависящая от Л. Известные авторам примеры подтверждают это пред­
положение. Более того, по-видимому, этот факт имеет место и если заме­
нить условие квазибассовости на условие конечности числа неразложи­
мых модулей представлений. 

З а м е ч а н и е . Аналогично предложению 4.6, можно показать, что 
если Л — однородный порядок с рациональной длиной неразложимых 
проективных модулей не больше 2, то для того, чтобы всякий неразло­
жимый Л-модуль был изоморфен подмодулю неразложимого проектив­
ного модуля, необходимо и достаточно, чтобы Л был квазибассов. В об­
щем случае это условие, очевидно, является достаточным, однако не не­
обходимым, как показывает следующий пример: Л — порядок в Мъ(к) 
вида 

(о о о \ 
m2 m m J + о • 1. 
m2 о m/ 

Порядок Л, как нетрудно проверить, не является квазибассовым, одна­
ко для любого его неразложимого модуля представления A 1(A) ^.2 и 
потому А вкладывается в неразложимый проективный Л-модуль [см. 

Существенным является и ограничение на длину проективных моду­
лей: если Л — триада локальных колец [см. (2)], то всякий неразло­
жимый Л-модуль есть идеал, однако Л не бассов, а потому и не квази­
бассов порядок. 

§ 5. Теорема редукции для квазибассовых порядков 
В настоящем параграфе мы докажем теорему, являющуюся обраще­

нием предложения 4.3 и сводящую изучение квазибассовых порядков к 
случаю порядков в «небольших» алгебрах. 

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть А — порядок над полным локальным дедекин-
довым кольцом о, \ = ех+ ... +es — разложение единицы А в прямую 
сумму минимальных ортогональных идемпотентов. Если для любого 
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идемпотента е, являющегося суммой не более трех идемпотентов из это­
го разложения, порядок еАе квазибассов, то и А квазибассов. 

Доказательство этой теоремы распадается на ряд вспомогательных 
утверждений, некоторые из которых представляют и самостоятельный 
интерес. Для краткости речи порядки, удовлетворяющие условию тео­
ремы 5.1, мы будем называть кусочно-квазибассовыми (конечно, только 
до окончания доказательства). Поскольку все порядки £г-Лег- бассовы, то 
все неразложимые проективные Л-модули — либо неприводимые, либо 
двучленные. Если порядок Л однороден, то из кусочной квазибассово-
сти следует квазибассовость по теореме 4.11. Поэтому в дальнейшем мы 
будем предполагать, что у Л есть как одночленные, так и двучленные 
неразложимые проективные модули. 

П р е д л о ж е н и е 5.2. Если А — кусочно-квазибассов порядок, то 
р*(Л) ^ 3 и для любого неприводимого А-модуля представления А имеет 
место неравенство l(A/AR)^2, где R— радикал кольца А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — неприводимый Л-модуль представ­
ления. Покажем, что в Р(А) входит не более двух прямых слагаемых. 
Рели это не так, то в Р(А) есть прямое слагаемое Рс^Р1@Р2®Ръ, где 
Pi — неразложимые модули. Рассмотрим эпиморфизм <р : Р(А)-*~А и по­
ложим В = у(Р). Тогда Р(В)=Р, и если Г = Е(Р), Д = Н о т А ( Л В),'то 
Г — квазибассов порядок, В есть Г-модуль представления и, по предло­
жению 2.6, Р(В)=ГУ что невозможно ввиду следствия 4.6 и предложе­
ния 4.7. 

Таким образом, либо Р(А) неразложим, и тогда р л ( / 4 )^2 , либо 
P(A)=Pi®P2y где Pi — неразложимые модули, причем, как и выше, 
можно показать, что /(Pi) =/(Р2) = 2 невозможно, откуда следует, что 
Рл{А) ^ 3 . Предложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 5.3. Если у кусочно-квазибассового порядка А 
есть проективный неприводимый модуль Р, кольцо эндоморфизмов ко­
торого немаксимально, то у А есть биективный неприводимый модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X — минимальный надмодуль модуля 
р\ U—X/P, Pi=P(U). Если X — единственный минимальный надмодуль 
Ру а Р\ — неприводимый модуль, то Р биективен по предложению 2.12. 
Предположим, что X — единственный минимальный надмодуль Р, a Pi— 
двучленный модуль. Если XR = P, то есть эпиморфизм P\R-+P, откуда 
PXR~P®A. Но E(P\R)ZDE(P\) И, поскольку Е(РХ) —первичный бассов 
порядок, a E(PiR) —разложимый порядок, то E(P\R) наследственен; 
значит, Е(Р) максимален, что противоречит предположению. Если же 
XR=£P, то рл(^) = 3 = р*(Л). Пусть Г — максимальное надкольцо поряд­
ка Е(Р). Тогда TPZDX, откуда ТР = ТХ. Следовательно, Х\ГР и, по 
предложению 2.1, р Л (ГР)=3 . Но Р\ГР, поэтому Р(ГР)=Р3, что невоз­
можно по предложению 5.2. 

Предположим теперь, что у Р есть два минимальных надмодуля: X 
и Y. Если и у X, и у Y есть максимальные подмодули, отличные от Р, 
то !(B/BR) = 3 , где B = X+Y. Поэтому можно считать, что Р — единст-
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венный максимальный подмодуль в X. Тогда, как и выше, если Pi — од­
ночленный, то X проективен, а если Р\ двучленный, то PiRc^P(BA и 
Е(Р) максимально. 

Таким образом, мы показали, что либо модуль Р биективен, либо у 
него есть проективный минимальный надмодуль X, причем P=XR и по­
тому E(X)czE(P), т. е. и Е(Х) немаксимально. Тогда стандартные рас­
суждения, которые уже неоднократно проводились, показывают, что у Л 
есть биективный неприводимый модуль. 

Очевидно, всякое надкольцо Г кусочно-квазибассового порядка Л 
также кусочно-квазибассово, а если Г получается из Л выбрасыванием 
биективных модулей и Г квазибассово, то и Л квазибассово. Поэтому 
в дальнейшем можно ограничиться только рассмотрением порядков, не 
имеющих биективных модулей. У таких порядков кольца эндоморфиз­
мов проективных неприводимых модулей максимальны. 

Для дальнейшего нам понадобится явное описание всех квазибассо-
вых порядков Г таких, что r i = Pi©P2, Л — неприводимый модуль, Р2— 
неразложимый двучленный модуль, Е(Р\) максимально. Алгебра Г 
есть тогда либо М3(£), либо M2(D)®D\ где D и D' — конечномерные се-
парабельные тела над к. Порядок Г можно тогда представить в виде: 

где Ti = D — максимальный порядок в теле D (единственный; см. (13)), 
Г2 — первичный бассов порядок либо в M2(D), либо в D®D'\ X есть ле­
вый 1> и правый Г2-модуль, У есть правый Г г и левый Г2-модуль. Оче­
видно, X и У — неприводимые Г2-модули представлений. Если 
Г2 = Л42(£)), то, как следует из (5) и (15), Г2 имеет либо один, либо два 
неприводимых модуля представлений. 

С л у ч а й 1. T2 = M2(D) и Г2 имеет один неприводимый модуль пред­
ставления. Тогда Г2 изоморфно порядку с О-базисом: 

[о i)' [о о)' [о о)' [\ о]' {) 

где я — простой элемент £), k^l, г^О, е — не квадрат в О/яО. Неприво­
димый правый Г2-модуль имеет вид 

( 0 , 0 ) , 
а неприводимый левый Г2-модуль имеет вид 

( о ) • 

Поэтому можно считать, что Г имеет вид 

у о \о о\ 
Г° г ' 
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где Г2— порядок с базисом (1), n^k. 
Если п> 1, то у Г есть надкольцо Г' вида 

я2£): 
уя20; 

где Г^ —порядок с базисом вида (1) при k=l. У порядка Г" есть мо­
дуль А вида: 

/ яО 

кольцо множителей которого есть Г". Поскольку А не проективен над Г', 
кольцо Г не квазибассово. 

П р е д л о ж е н и е 5.4. Если Г2 = М2(£>) и Г2 имеет один неприводи­
мый модуль представления, то Г изоморфно порядку вида 

/ О \0 £» 
I "rtO": 
V я © ; Г з 

где Г2 — порядок с базисом (1) при k= 1. В этом случае Г — порядок ве­
са 2, имеющий всего один двучленный неразложимый модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что Г может иметь только указанный 
вид, мы уже проверили. Но у порядка указанного вида, как легко прове­
рить, структура неприводимых модулей линейно упорядочена. Поэтому 
это есть порядок веса 2, и у него есть двучленный биективный модуль В. 
Но Г~ (В) разложимо, поэтому других двучленных модулей нет. 

С л у ч а й 2. Г2 = Л12(/)) и Г2 имеет два неприводимых модуля пред­
ставления. Тогда Г2 изоморфно порядку с О-базисом: 

f\ 0\ /я* 0\ /О я*+б\ (иг ъп\ 
vO l j ' 10 О Г 

/О я*+б\ (лГ ея\ 9 . 
(о о ] ' li o j ' {2) 

где k^l, r^l, 6 = 0 или 1. Неприводимые правые Г2-модули имеют вид 

(£), О) и (О, яО), 

а неприводимые левые Г2-модули имеют вид 

о)'{t 
Поэтому Г можно привести к виду 

, я " О • Г * 

где Г2 — порядок с базисом (2), n^k, y = 0 или 
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При п>\ мы снова можем найти надкольцо Г' вида 

Я20': 
\я2£): 

где Г2 — порядок с базисом вида (2) при Л=1, 6 = 0. У порядка Г' снова 
есть модуль Л вида 

лО ; , 
я»о;Г а . 

и Л ( Л ) = Г ' , т. е. Л не проективен над своим кольцом множителей и Г 
не квазибассов. 

Остается рассмотреть случай n = k=\. В этом случае нетрудно убе­
диться, что при 6 = 1 (тогда и у = 1) модуль В вида 

'я2£> 

я£) 

биективен, а Г~(В) =А, причем А и^еет вид 

я20':" """Г 
к л о : Г 2 

где Г^, как и выше,— порядок с базисом (2) с k= 1, 6 = 0. Порядок А мы 
уже рассматривали в качестве примера в § 4. Этот порядок квазибассов 
и имеет два неразложимых двучленных модуля. В случае же 6 = 7 = 0 мы 
вновь получаем порядок веса 2, также рассмотренный в предыдущем па* 
раграфе. 

П р е д л о ж е н и е 5.5. Если T2 = M2(D) и Г2 имеет два неприводимых 
модуля представления, то Г изоморфно порядку вида 

I я^О Г« 

где Г2 — порядок с базисом вида (2) при &=1, O ^ Y ^ S ^ I . В этом слу­
чае либо у Г есть биективный двучленный модуль, либо у Г ровно два 
неразложимых двучленных модуля. 

С л у ч а й 3. r2 = Z)®D'. Обозначим через D и £У максимальные по­
рядки в D и £>'; я и п\ — простые элементы О и £)'. Из того, что Г2 — 
первичный бассов порядок в Г2, следует, что для некоторого k кольца 
вычетов D/я^О и 0'1п\ О' изоморфны, и если обозначить через ф и q/ 
естественные эпиморфизмы £) и £)' на это общее кольцо вычетов, то Г2 
есть подкольцо в ОШО7, состоящее из таких пар (со, со'), что ф(со) = 
= ср'(со/). Кроме того, можно считать, что X —D, Y = nn£), причем n^k. 

Покажем, что при £ = 2, п = 3 порядок Г не квазибассов. Пусть Р2— 
двучленный неразложимый проективный Г-модуль, A = P2R. Тогда у Л 
есть, кроме Р2, еще два минимальных надмодуля А\ и Л2, причем А2/Ас^. 
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с^Р2/А, А\/Аф Р2/А и A\R — максимальный подмодуль в А. Обозначим 
через х, у и х, соответственно, образующие фактор модулей Р2/А, А2/А и 
Ах/А, а через х, у и z— их прообразы в Р2у А2 и Л ь Рассмотрим надмо-
дуль В модуля ЛФЛ, порожденный А®А и парами (х, 0), (0, у) и (z, z). 
В В есть максимальный подмодуль, изоморфный Р2®Аи причем В по­
рождается этим подмодулем и элементом (0, у). Отсюда следует, что 
BR=A®A и, следовательно, Е(В)аЕ{А®А) =М2(А), где А=Е(А). По­
кажем, что в Е(В) нет нетривиальных идемпотентов, откуда будет сле­
довать, что модуль В неразложим и потому порядок Г не квазибассов. 

Пусть ty^E(B), ф2^--^. Представим if в виде: 

- С !)• 
где а, р, у, 6&Д. Из того, что г|)(0, у) = (р#, бг/)еВ, следует, что р*/= 
^=x^i + 2^3(mod Л) и 6г/ = г/Я2 + 2Л3(тос1 Л), Яг^Г. Но легко проверить, 
что АЛ2=Л2, поэтому J tye f / ^+^ i ) ПЛ2=Л, откуда P^JV, где N— ради­
кал кольца Д. Аналогичным образом, из того, что я|)(х, 0 ) ^ Б , следует, 
что y^N. 

Наконец, г|з(г, z) = ((a + p)z, (7 + ё ) г ) е В , откуда вытекает, что 
(а + [i)z = хАх + zA,3(mod Л), 
(•у + 6)^ = ук2 + zX3(modA). 

Но ДЛ1с=Л1, поэтому хК\ и #А2 принадлежат, соответственно, Р2ПЛ1=Л 
и Л 2 ПЛ } =Л. Кроме того, рг и уг лежат в Л, так как J3, y^N. Следова­
тельно, az=6z(mod А) и, значит, а и б либо оба лежат в N, либо не ле­
жат. В первом случае ty^M2(N) и, если \$Ф0, не может быть идемпо-
тентом. Во втором случае о|) обратим и, если он идемпотент, то г|)=1. 
Итак, в Е(В) нет нетривиальных идемпотентов и потому Г не квазибас­
сов. 

П р е д л о ж е н и е 5.6. Если Т2 = D®D', то Г изоморфно порядку вида 

( ° °) \лпО Г2/ ' 

где Г2—подкольцо в 0©D', состоящее из пар (со, со') таких, что ф(со)--= 
= ф'(<*>')> г ^ е Ф w ф'— проекции Y и Т' на изоморфное кольцо вычетов 
Qlnh£)£*.£)'/п\ £)'. При этом возможны следующие случаи: 

1) n = k = 2; 
2) £ = 1 , / г>1 . 

Б первом случае у Г есть биективный двучленный модуль. Во втором 
случае, при п= 1, Г есть кольцо веса 2, а яра и>1 у неразложимого дву­
членного проективного модуля есть всего один минимальный неразло­
жимый надмодуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что других случаев быть не может, мы 
уже проверили. Остальное проверяется простым вычислением. 

Вернемся снова к изучению кусочно-квазибассовых порядков. 
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П р е д л о ж е н и е 5.7. Пусть Л — кусочно-квазибассов порядок. Если 
радикал R порядка А не вполне разложим, то у А есть биективный дву­
членный неразложимый модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р — проективный двучленный неразло­
жимый Л-модуль такой, что PR неразложим. Если Р не биективен, то 
у него есть по крайней мере два минимальных надмодуля, А\ и А2. По­
кажем, что один из них неразложим и проективен, откуда с помощью 
стандартного рассуждения будет следовать существование биективного 
двучленного модуля. 

Если ни Аи ни А2 не является неразложимым проективным модулем, 
то у них есть максимальные подмодули В{ и В2, отличные от Р. Тогда 
A\R = A2R = PR и потому А\ и А2 — неразложимые модули. Если BJPR, 
P/PR и B2jPR попарно неизоморфны, то, обозначая их образующие 
через а, 6, с, а прообразы в Ви Р и В2 — через а, Ь, с, мы можем по­
строить четырехчленный модуль В: 

B = PR®PR+(a, 0)Л+(Ь, 0)Л+(с, с)А. 

Как и выше, легко проверить, что модуль В неразложим, BR = PR(BPR, 
откуда l(B/BR) =3. Поэтому у кольца Е(Р(В)) есть четырехчленный 
неразложимый модуль (предложение 1.8). Но Е(Р(В))У очевидно, имеет 
вид еАе, где е удовлетворяет условию теоремы 5.1, а значит, еАе квази-
бассово, что невозможно. 

Итак, среди фактормодулей BJPR, P/PR и B2/PR есть два изоморф­
ных. Пусть P/PRc^B2/PR. Обозначим P{ = P(Bi/PR) и покажем, что Pi— 
неприводимый модуль. Действительно, если А=А\-\-А2, то Р(А) = 
==Р2©РЬ Но А есть расширение неприводимого модуля с неприводимым 
ядром, а в проективное накрытие неприводимого модуля входит не бо­
лее одного двучленного неразложимого слагаемого. Поэтому в Р(А) мо­
жет входить не более двух двучленных слагаемых и, значит, Pi — не­
приводимый модуль. 

Поскольку P( / l i )=P®Pi , P(A2)=P2> то, применяя функтор 
Нот л (РФРь *)> мы получим у двучленного неразложимого проектив­
ного модуля НотЛ (РФРь Р) над кольцом r = £(P©Pi) два неразложи­
мых минимальных надмодуля. Но Г — квазибассов порядок и потому из 
предложений 5.3—5.6 следует, что такого быть не может. Полученное 
противоречие и доказывает утверждение. 

Заметим, что из предложения 5.4 аналогичным образом следует 
П р е д л о ж е н и е 5.8. Если А — кусочно-квазибассов порядок, Р — 

неразложимый двучленный проективный А-модуль и порядок Е(Р) имеет 
один неприводимый модуль представления, то у А есть биективный дву­
членный неразложимый модуль. 

Для дальнейшего доказательства теоремы 5.1 нами понадобится тех­
ника «матричных задач», применявшаяся в работах (17), (18) и часто 
удобная для описания модулей. Эта техника состоит в следующем. Пусть 
/ — двусторонний идеал кольца Л. Тогда для любого Л-модуля А мож­
но рассмотреть точную последовательность 



356 Ю. А. ДРОЗД, В. В. КИРИЧЕНКО 

0-^4/-+Л-+Л/Л/-+0. 

В ней A/AI есть Л//-модуль, а АЛ - модуль над кольцом множителей 
Л(/) идеала /, рассмотренного как правый Л-модуль. Этой точной по­
следовательности соответствует некоторый элемент группы Ext'^ (A/AIr 
AI). Предположим, что мы знаем все модули над кольцами А/1 и Л (/). 
Тогда можно разложить A/AI и 4 / в прямую сумму неразложимых мо­
дулей: 

А/А1 = В1>® . . . ®Bs
n\ 

i4/ = Ci'® . . . © d n , 

ExtA {A/AI, AI) = 0 ExtX (Bs/, $). s 

Элементы ExtA(B/, Ct
l) естественно рассматривать как матрицы размера 

U X s/ с коэффициентами из Ец = ExtX (Bjy Ct). Тогда элементы Exti {A/AI, AI) 
можно рассматривать как блочную матрицу X вида: 

( Хп . . . Xv 

: : : : : 

Хт1.. . Хп 

где Хц — матрица с коэффициентами из £г> 
Обозначим Hik = HomA(Ci, Ck), H]4=HomA(Biy Bj). Гомоморфизмы из 

Hik(Hjl) индуцируют отображения Eij-^Ekj (соответственно, Eij-^Ец). 
Матрицу (Хц ... Xin) назовем i-й горизонтальной полосой, а матрицу 

?) 
\Л mj/ 

— /-й вертикальной полосой матрицы X. Матрицы Хц назовем клетками 
матрицы X. Следующие преобразования матрицы X назовем элементар­
ными: 

1) умножение некоторой строки /-полосы (столбца /-й полосы) на об­
ратимый элемент из Нц(НЩ\ 

2) прибавление к строке k-и полосы (столбцу /-полосы) строки i-й 
полосы (столбца /-полосы), умноженной на элемент из Hik (H^1). 

Во втором случае допускается i = k (/ = /), но взятые строки (столб­
цы) должны быть различными. 

Нетрудно видеть, что Л-модули Л и Л' изоморфны тогда и только 
тогда, когда соответствующие им матрицы можно перевести друг в дру­
га элементарными преобразованиями. В частности, модуль Л разложим 
тогда и только тогда, когда матрица X разложима с помощью элемен­
тарных преобразований (в очевидном смысле). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.1. Пусть Л — кусочно-квазибас-
сово кольцо, у которого нет биективных модулей. Тогда из предложений 
5.3, 5.7 и 5.8 следует: 
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1) кольцо эндоморфизмов каждого неприводимого проективного 
Л-модуля максимально; 

2) радикал Л вполне разложим; 
3) кольцо эндоморфизмов каждого двучленного неразложимого про­

ективного Л-модуля имеет два неприводимых модуля представления. 
Кроме того, ввиду теоремы 1.3, можно считать, что Л разлагается в 

прямую сумму попарно неизоморфных модулей. Тогда A/R, где R— ра­
дикал Л, есть прямая сумма тел и из условий 1)—3) следует, что 
все эти тела изоморфны между собой. Обозначим это общее тело 
через К. 

Применим к Л изложенный выше способ постановки матричной зада­
чи, причем в качестве / выберем радикал Л. Тогда A(R) —вполне раз­
ложимый порядок, причем кольца эндоморфизмов его неприводимых 
проективных модулей максимальны. Кроме того, A(R) —кусочно-квази-
бассов порядок, и, по теореме 4.11, он квазибассов. Поэтому кольца эн­
доморфизмов всех неприводимых Л-модулей максимальны. В этом слу­
чае модули Сг — неприводимые A(R)-модули, Bj — простые A/R-mojxy-
ли, a Eij либо равно нулю, если у С* нет минимального надмодуля С\ 
такого, что С\ /d~Bj, либо изоморфно К, если такой надмодуль есть 
(в этом случае он единственный). 

Будем считать, что Р(В\), ..., Р(ВГ) —двучленные модули, 
Р(Вг+\)у ..., Р(Вп) —неприводимые. Тогда матрица X разбивается на 
две части: 

Х=(Х'Х")9 

где в X' входит г вертикальных полос, в X" — п—г. 
Из предложения 5.2 следует, что в каждой горизонтальной полосе 

матрицы X стоит не более двух ненулевых клеток, причем если есть две 
ненулевые клетки, то одна из них расположена в матрице X"'. 

Пусть в некоторой вертикальной полосе матрицы X' есть три ненуле­
вые клетки, для определенности, X\j, X2j, X3j. Покажем, что тогда най­
дется пара индексов ЬФ1 (i, 1=1, 2, 3), для которых НцЕ^ = Е1.. Если это 
не так, то для любой пары индексов гФ1 (i, 1=1, 2, 3) НцЕц = 0. Но 
тогда у Л есть неразложимый трехчленный модуль А, соответствующий 
матрице 

где сц — ненулевой элемент из Ец, причем A/AR~Bj, а значит, А — про­
ективный модуль, что невозможно. 

Возьмем теперь в качестве / двусторонний идеал T=Ann(Bi© ... 
... ®ВГ). Тогда А/Т~В{(В ... © Вг, а Л (Г) вновь есть вполне разложи­
мый квазибассов порядок, у которого кольца эндоморфизмов неприво­
димых модулей максимальны. Матрицу, соответствующую такой поста­
новке матричной задачи, мы будем обозначать через У. 
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Из предложения 5.2 теперь следует, что в каждой горизонтальной по­
лосе матрицы Y есть не более одной ненулевой клетки. Покажем, что 
вертикальные полосы матрицы Y обладают тем же свойством, что и вер­
тикальные полосы матрицы X'. 

Пусть Ylh Y2]y Y3J- —ненулевые ' клетки, С ь С2, С3—соответствующие 
Л(Г)-модули. Тогда у Ct есть надмодуль С\ такой, что C,7Ci~£y. Положим 
Ai=CiR. Тогда у Д- есть минимальный надмодуль А\ такой, чтоД'/Л*—5/. 
Поэтому, как показано выше, найдется пара индексов i=j=l(i,l = \,2,3) 
таких, что существует гомоморфизм ф:Д->Л/, причем y(Eij)=f=0, т. е. 
Ф (At) + Ai = A'i, где ф — продолжение ф на рациональные оболочки. Но 
тогда, очевидно, <p(Cf)(ZC/ и q>(C/)+ C/= С/, т. е. <р индуцирует гомомор­
физм Ci-*Ci, ненулевым образом действующий на Ец. 

Итак, в каждой вертикальной полосе матрицы Y есть не более двух 
ненулевых клеток, «несвязанных» между собой гомоморфизмами из Hijy 
а в каждой горизонтальной полосе вообще есть не более одной ненуле­
вой клетки. Тогда, очевидно, неразложимая матрица Y может иметь все­
го одну вертикальную полосу, и, приводя Y элементарными преобразо­
ваниями, легко убедиться, что все неразложимые матрицы имеют раз­
мерность 1X1 или 2X1. Поэтому все неразложимые Л-модули представ­
лений А, для которых АТфА,— либо неприводимые, либо двучленные. 
Если же АТ=А, то А есть Л (Г)-модуль, т. е. А вполне разложим. 

Таким образом, мы доказали, что все неразложимые модули пред­
ставлений порядка Л — либо неприводимые, либо двучленные. В проек­
тивное накрытие неприводимого модуля входит не более двух прямых 
слагаемых. Покажем, что в проективное накрытие двучленного неразло­
жимого модуля входит не более трех прямых слагаемых. Пусть А — не­
разложимый двучленный модуль. Тогда модуль AR разложим. Обозна­
чим через А' сумму минимальных надмодулей модуля AR. Тогда А' раз-
ложим, AR^A'R, откуда l(A//AR)^4. Но A'ZDA И А'ФА, значит, 
1(A/AR)^3. 

Пусть теперь А — произвольный неразложимый Л-модуль, Р = Р(А). 
Поскольку в Р входит не более трех прямых слагаемых, то из кусочной 
квазибассовости Л следует, что Е(Р) квазибассово. Модуль В = 
= Нот Л (Л 4) есть неразложимый £ (Я)-модуль и Е(В)~Е{А), по 
предложению 1.8. Поэтому Е(А) — бассов порядок и, по теореме 4.4, Л — 
квазибассов порядок. Теорема 5.1 доказана. 

§ 6. Глобальный случай 

В этом параграфе мы будем рассматривать порядки над произвольным 
дедекиндовым кольцом о. Для произвольного простого идеала р обозначим 
через о$ р-адическое пополнение кольца о, через k$—поле частных ор. Если 
А есть о-решетка, то А вкладывается в огрешетку А$ = А (х)0о .̂ При этом 
если Л есть о-кольцо, то Л^ есть ор-кольцо, а если А—модуль представле­
ния о-кольца Л, то Ар — модуль представления о*,-кольца Л$. Поскольку ор— 



КВАЗИБАССОВЫ ПОРЯДКИ 359 

полное локальное дедекиндово кольцо, то для огколец имеют место все 
результаты, доказанные в §§ 2—5. 

Следующие результаты, доказанные в (9) и (19), показывают, как из 
«локальных» порядков и представлений конструируются «глобальные». 

П р е д л о ж е н и е 6.1. Пусть А есть ъ-решетка и для каждого р в А$ 
задана подрешетка В(р) такая, что В{р)=Ах>, причем В ($) = А$ для почти 
всех р, т. е. для всех р, кроме конечного числа. Тогда в А есть ^-подре­
шетка В такая, что £*, = В(р) для всех р. Кроме того, если А есть о-
кольцо или модуль представления некоторого ъ-кольца А, а В(р), соответ­
ственно,— подкольцо или Агподмодуль в Ар, то и В является, соответ­
ственно, о-кольцом или А-модулем представления. 

П р е д л о ж е н и е 6.2. А-модуль представления А разложим тогда и 
только тогда, когда А = В 0 С и для каждого р Ар = В(р) 0 С (р), причем 
Щр) = Ври С(р) = С,. 

Некоторое свойство кольца Л (модуля А) назовем локальным, если 
оно имеет место тогда и только тогда, когда им обладают все локализа­
ции кольца Л (модуля А). Примерами локальных свойств являются 
максимальность порядка, проективность и обратимость модуля [см. (9)]. 
Горенштейновость и бассовость порядка — также локальные свойства 
(•). Из (9) следует также, что Е(Ар) =Е(А)р и Л(Лр)=Л(Л)р. 

Однако неразложимость модуля, очевидно, не является локальным 
свойством. В связи с этим локального характера не имеют и почти все 
свойства и утверждения, связанные с неразложимостью. В частности, 
свойство обратимости всякого неразложимого модуля представления — 
не локальное, как показывает следующий пример. 

Пусть D — девятимерное тело над полем рациональных чисел, р — 
простое число, которое не делит дискриминанта D. Тогда Dp~Ms(Qp) 
(20) и в Dp есть порядок Л вида 

( zp zp zpx 
pZp pZp pZp \+Zp • 1. 
pZp Zp pZp/ 

A = Pi®P2, где l(P2)=2 и A(P2)—A. Пусть А — неприводимый фак­
тор модуль модуля Р2. Тогда Л(Л0Р2) = Л и А — непроективный Л-мо-
дуль. По предложению 6.1, в теле D есть Z-порядок Г такой, что ГР = Л 
иГ д — максимальный порядок в Dq при цфр. Все локализации порядка 
Г квазибассовы. Однако у Г есть модуль представления В такой, что 
ВР=А@Р2 и Bq = Tq при цфр. Модуль В неразложим (даже неприво­
дим) и Л(/?)=Г, но Вр — непроективный Гр-модуль и, следовательно, 
В — непроективный Г-модуль, т. е. В не обратим. 

Этот пример интересен также тем, что у порядка Г, все локализации 
которого квазибассовы, есть неразложимый модуль, не изоморфный 
идеалу: модуль С такой, что CV = P\ и Cq = T2

q при цфр. Заметим, 
что модуль С даже проективен. 
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Приведем еще один пример, показывающий, что даже над бассовым 
кольцом могут быть неразложимые необратимые модули. Пусть К = 
= Q(i) —поле гауссовых чисел. Рассмотрим в Къ немаксимальный бас-
сов порядок A = 3Z3[i] +Z3, а в M2(Ki) порядок Г вида 

(?*>••• 
где о — максимальный порядок в Ki: o = Z7[i]. В алгебре М2(К) есть 
порядок Л такой, что Лз = М2(А), Л7 = Г и Ар — максимальный порядок 
при рФЗ,7. Порядок Л бассов, однако у него есть модуль А такой, что 
Аъ имеет вид 

где A' = Z3[i], и Лр = Лр при рфЗ. Л(Л)=Л, но Л3 — непроективный 
Лз-модуль, а значит, А необратим. 

Эти примеры показывают, что перенесение определения квазибассо-
вых порядков, данного в § 4, на глобальный случай, по-видимому, не яв­
ляется естественным, так как класс порядков, над которыми все не­
разложимые модули представлений обратимы, слишком узок и не вклю­
чает даже бассовых порядков. 

Более естественным выглядит класс порядков, все локализации кото­
рых квазибассовы. Этим свойством обладают все бассовы порядки, а 
также, как показывает следующий результат, и порядки, над которыми 
всякий неразложимый модуль представления обратим. 

П р е д л о ж е н и е 6.3. Если всякий неразложимый А.-мод у ль представле 
ния обрапим, то для любого р порядок Ар квазибассов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А — неразложимый Л -̂модуль представления. 
Из предложения 6.1 следует, что А входит прямым слагаемым в локализацию 
В$ некоторого Л-модуля представления В, причем В, очевидно, можно считать 
неразложимым. Тогда В — проективный А (Б)-модуль, а значит, Вр, и потому 
А — проективные А(В^)-модуля. Но А(А)1ЭА(В$), следовательно, А — проек­
тивный Л(Л)-модуль и Др квазибассово. 

Порядки, все локализации которых квазибассовы (локально-квази-
бассовы порядки), образуют широкий класс порядков, все неразложи­
мые представления которых ограничены по рациональной длине. Поэто­
му в арифметическом случае, когда все поля вычетов о/р конечны, есть 
только конечное число неразложимых представлений *. 

Кажется весьма вероятным, что всякий неразложимый модуль пред­
ставления локально-квазибассового порядка изоморфен подмодулю не­
разложимого проективного модуля. 

К сожалению, у нас нет глобальной характеристики локально-квази-
бассовых порядков. Было бы интересно найти такую характеристику. 

* В общем случае у локально-квазибассового порядка всегда есть только конечное 
число родов неразложимых представлений, где род представлений—это совокупность 
модулей представлений, имеющих изоморфные локализации по всем р. 
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В заключение мы докажем следующий результат, являющийся обоб­
щением теоремы 4.4 на глобальный случай. 

ТЕОРЕМА 6.4. Следующие условия равносильны: 
(1) всякий неразложимый А-модуль представления обратим; 
(2) кольцо эндоморфизмов всякого неразложимого А-модуля бас-

сово. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (2) =¥ (1) доказывается в точности так же, 

как и в локальном случае (см. теорему 4.4). 
(1) =»(2). Как и в локальном случае, из следствия 1.6 вытекает, что 

если порядок Л удовлетворяет условию (1), то кольцо эндоморфизмов 
всякого неразложимого Л-модуля также удовлетворяет условию (1). 
Поэтому достаточно показать, что неразложимый (как модуль) порядок, 
удовлетворяющий условию (1), бассов. 

Итак, пусть Л — неразложимый как модуль порядок, удовлетворяю­
щий условию (1). Тогда Л*\£(Л*), но Е(А*) =Л, значит, Л—горенштей-
нов порядок. Если /(Л) = 1, то любое надкольцо Л также неразложимо, 
я потому горенштейново, и Л бассово. Будем считать поэтому, что для 
порядков Г таких, что 1(Т) < / (Л) , утверждение доказано. 

Пусть j) — такой простой идеал, что Ар — немаксимальный порядок. Раз­
ложим Д, в кольцевую прямую сумму; Др = Аг © . • . © Л т и покажем, что 
все At бассовы. Ввиду того, что все At горенштейновы, и в силу теоремы 3.3, 
достаточно знать, что у Д есть минимальное горенштейново надкольцо. Для 
упрощения обозначений будем считать, что t = 1. 

Разложим \ в прямую сумму неразложимых модулей: А± = Р[х ф . . . © P*s. 
Все модули Pi биективны, и минимальные надкольца Ах получаются выбрасы­
ванием одного из Pi с заменой его на единственный минимальный надмодуль 
'Pi. Предположим, что Р\ неразложим, и пусть А[ = ЛГ(Р*). У Л есть над­
кольцо Л' такое, что Л^ = А[ © Л2 © . . . © Ат и Л ^ Л ^ при q =f= p. Из 
предложения 6.2 следует, что Л' снова неразложимо, а потому горенштей­
ново, значит, А[ горенштейново, т. е. Аг бассово. 

Таким образом, можно считать, что все модули Р\ разложимы. За­
метим, что, по предложению 6.3, Лр — квазибассов порядок, значит, и 
Ai квазибассов. Поэтому Т(Р*)=2. Ввиду теоремы 4.6, p*(Ai)=2, т. е. 
структуры неприводимых Лрмодулей представлений линейны. Кроме 
того, радикал кольца Ai вполне разложим (по предложению 2.11). По­
этому Р ь ..., Ps — все двучленные неразложимые Агмодули. 

Пусть Рх = Лх © Bv Рассмотрим ^-модуль А = Аг © В± © Pi1"1 © Р"2 ©... 
. . . © Pss. Существует Л-модуль В такой, что Вр = А © Л2 © . . . © Ат и 
Bq = Л. при q=f= р. Модуль В может распасться не более чем на два пря­
мых слагаемых В' и В\ причем таких, что В^~Л Х ©Х и Вр~В1(& Y, так 
как иначе Л разложимо по предложению 6.2. Но при % > 1 либо в В$, либо 
в Bl входит Рх, а потому, поскольку Аг и Вг — фактормодули Ръ либо Вр, 
либо Вр необратим. Таким образом, % = ! , и В —надкольцо Л, получа-

7 Серия математическая, № 2 
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ющееея выбрасыванием Рг. Если В неразложимо, то Лг снова будет бассо-
вым, поэтому действительно В = В' ©5" . Тогда, по индукционному пред-
положению, Е(В') и Е (В") — бассовы порядки, значит, и Е(А1фХ) и 
Е(ВгфУ)— также бассовы порядки. Но из теоремы редукции для бассовых 
порядков (теорема 3.3) и предложения 1.8 следует тогда, что те модули Pif 
которые входят в X, не имеют общих рациональных компонент между собой 
и с Alt а те модули Pt, которые входят в Y, не имеют общих рациональных 
компонент между собой и с В1. Отсюда следует, что А1фВ1 (иначе Ах раз­
ложимо как кольцо) и не более одного модуля Pt имеет рациональную ком­
поненту, изоморфную А± или Bv 

Заменяя Pi на произвольный модуль /\-, мы получим, что Ai обла­
дает следующими свойствами: 

(а) Р{ф Pj при 1Ф\\ 
(б) 1li=\ ( 1 = 1 , ..., 5); 
(в) Pi=Ai(BBi, причем Л* фЪц 
(г) найдется самое большее один индекс \Ф1 такой, что в Pj входит 

прямым слагаемым А\\ то же — для В{. 
Кроме того, то же рассуждение, с помощью которого мы показали, 

что П{=1, можно применить для доказательства следующего свойства 
порядка А: 

(д) если В — произвольный неразложимый А-модуль, то в Вр каж­
дый модуль Р{ может входить не более одного раза. 

Занумеруем модули Р ь ..., Ps так, чтобы общие рациональные ком­
поненты имели модули Pi и Л+i (i=\9 ..., s—1) и, возможно, Ps и Р\ 
(это можно сделать ввиду (а) — (г)). 

Рассмотрим кольцо Ai = E(Pi). Аг- есть первичный бассов порядок с 
разложимым радикалом, причем A; = Z)2-©D2-+1 (возможно Dn^c^D^). 
Следовательно, Аг- есть диада максимальных порядков £)г- и Ог+ь лежа­
щих в Di и Di+i. Это означает, что Ог/яг£)г^Ог+1/яг+10г+ь где щ — про­
стой элемент ©*, а Аг изоморфно подкольцу в 0*©£)г-+ь состоящему из 
пар (со, со') таких, что со и со7 имеют одинаковые образы в £)г-/яг©г— 
~£)i+i/m+\Di+i. Порядок Ai имеет тогда вид: 

л = 

причем из -полной разложимости радикала следует, что можно считать: 
Ari=jtiDi, Yi = £)i (если Dn+l^Du то Х=щОи Y=D, иначе Х = 0, У=0).. 

В Ai есть подкольцо Гь которое получается заменой Х2 на Х2 = п£>2. 
Порядок Гг, как легко убедиться, квазибассов и Т\ = Р\®Р2® ••• © Psr 

причем у Ti есть, по сравнению, с А ь два новых неразложимых модуля: 
•Рги Q\ (Qi — инъективный Грмодуль). 
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х* 
0 

0 
X 

Y% 
А2 

х3 

0 
0 

0 . . 
Y3.. 
Аз--

0 . . 
0 ... 

. 0 

. 0 

. 0 

. А„_х 
- Ха 

Y ) 
0 
0 

Yn 

К) 



КВАЗИБАССОВЫ ПОРЯДКИ ш 
Рассмотрим в Л подкольцо Г такое, что Гр = 1\ 0 Л2 0 . . . 0 Лт, Г^ = Aq 

при q ф р. Тогда из свойств (а) — (д) следует, что если С — неразложимый 
Г-модуль, не являющийся Л-модулем, то С$ = PXQ) X или С$ = Qi©X, где 
X есть Л-модуль, в который не входит прямым слагаемым Ръ причем суще­
ствует неразложимый Л-модуль В такой, что В^ = Р 1 0 Х . Но нетрудно 
убедиться, что в этом случае С$ — проективный Л(С^)-модуль и С — проек­
тивный Л(С)-модуль. Следовательно, Г также удовлетворяет условию (1) 
теоремы. Но у 1\ радикал не вполне разложим, поэтому Тг бассово и Аг 
также бассово. Теорема доказана. 

§ 7. Бассовы и квазибассовы алгебры 

В этом параграфе мы перенесем определения и результаты §§ 3, 4 на 
случай конечномерных алгебр над некоторым полем k. 

Пусть Л — конечномерная й-алгебра, А — конечнопорожденный Л-мо­
дуль. Тогда кольцо эндоморфизмов и кольцо множителей модуля А так­
же являются конечномерными fe-алгебрами. Наряду с кольцом множи­
телей Л (Л) часто полезно рассматривать кольцо гомотетий АА. 

ЛА = Л / А П П Л , 

являющееся подалгеброй в А (А). Из предложения 1.2 следует 
П р е д л о ж е н и е 7.1. Для всякого А-модуля А существует мономор­

физм АА-+АП. 
Для конечнопорожденных Л-модулей существует естественная двой­

ственность: A /w—>А* = Ноти{А, k). При этом А~А** и эта двойствен­
ность осуществляет антиизоморфизм структур подмодулей в А и А*. 

Из результатов (и) следует, что для конечнопорожденных Л-модулей 
всегда существуют проективные накрытия. Заметим, что двойственность 
переводит проективные модули в инъективные и наоборот. Поэтому 
имеет место утверждение, аналогичное предложению 2.8. 

П р е д л о ж е н и е 7.2. Неразложимый проективный (инъективный) 
А-модуль имеет ровно один максимальный (минимальный) подмодуль. 
Наоборот, если А есть конечнопорожденный А-модуль, длина которого 
не меньше максимума длин неразложимых проективных А-модулей 
(правых и левых), и А имеет ровно один максимальный (минимальный), 
подмодуль, то А проективен (инъективен) и неразложим. 

Модули, являющиеся одновременно проективными и инъективными, 
будем по-прежнему называть биективными. Для них также имеет место 
«лемма о выбрасывании», аналогичная лемме 2.9. 

ЛЕММА 7.3. Если А — неразложимый биективный А-модуль, то су­
ществует собственная факторалгебра Г алгебры А такая, что всякий не­
разложимый А-модуль, кроме Л, есть Т-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим всевозможные Л-модули С вида: 
C = Ci® ... ©С*, где d — неразложимые Л-модули, неизоморфные А. 
Пусть Х(С)—ядро гомоморфизма Л->Л(С) и X=f]X(C). Поскольку 
Х(С®С')=Х(С) rU(C ' ) , то Х = Х(С) для некоторого С. Пусть Г = Л/Х. 

7* 



364 Ю. А. ДРОЗД, В. В. КИРИЧЕНКО 

Очевидно, всякий неразложимый Л-модуль, кроме Л, есть Г-модуль. Если 
А также есть Г-модуль, то Г = Л и существует мономорфизм А-+С71. Сле­
довательно, существует и мономорфизм Л->СП, откуда, ввиду инъектив-
ности Л, СП~ЛФУ, что противоречит однозначности разложения. Лемма 
доказана. 

Факторалгебру Г мы будем обозначать А~(А). 
ЛЕММА 7.4. Пусть А — биективный неразложимый А-модуль, Ах— 

его единственный максимальный, а А2 — единственный минимальный 
подмодуль, Г = Л~(А). Тогда А/А2-~ проективный, а А\— инъективный 
Т-модули. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.10. 
Естественным аналогом горенштейновых порядков в теории алгебр 

являются квазифробениусовы алгебры, т. е. такие алгебры Л, что Л яв­
ляется инъективным модулем над собой [см., например, (21)]. 

Алгебру Л назовем бассовой, если все ее факторалгебры (в том чис­
ле и она сама) квазифробениусовы. Из предложений 1.1 и 1.2 следует 
характеристика бассовых алгебр, аналогичная теореме 3.1. 

ТЕОРЕМА 7.5. Следующие условия равносильны: 
(1) алгебра А бассова; 
(2) для всякого А-модуля А А\А{А)\ 
(3) всякий А-модуль А проективен как Е(Л) -модуль; 
(4) для любых А-модулей А и В из А\В следует А*\В*. 
Из теоремы 1.5 непосредственно следует 
П р е д л о ж е н и е 7.6. Если А — бассова алгебра, Р — проективный 

А-модуль, то Е(Р) — также бассова алгебра. 
Докажем следующую теорему, аналогичную теореме 3.3 и дающую, 

в частности, описание бассовых алгебр. 
ТЕОРЕМА 7.7. Пусть А — квазифробениусова алгебра, неразложи­

мая в кольцевую прямую сумму, Г — факторалгебра А по некоторому 
минимальному двустороннему идеалу. Если Г также квазифробениусо­
ва, то А~Мп{Е), где L — неразложимая как модуль алгебра с цикличе­
ским радикалом. Алгебра L, а следовательно, и А — бассова. 

Заметим сначала, что из леммы 7.3 следует 
ЛЕММА 7.8. Всякая факторалгебра квазифробениусовой алгебры А 

по минимальному двустороннему идеалу имеет вид А~(Р), где Р — не-
разложимый проективный (а потому и биективный) А-модуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о те о р е м ы 7.7. В силу леммы 7.8, Г=Л~(Я), 
где Р — неразложимый биективный Л-модуль. Пусть A=PS®P' , где в 
Р' нет прямых слагаемых, изоморфных Р. Обозначим через А\ макси­
мальный подмодуль, через В\ — минимальный подмодуль в Р. В силу 
леммы 7.4, А\ — инъективный, а Рх = Р/В{ — проективный Г-модуль. По­
скольку Г квазифробениусова, Г-модуль А\ проективен. Но А\ не может 
быть изоморфен прямому слагаемому Рг, так как Р неразложим, а Рг— 
инъективный Л-модуль. Следовательно, А\~Р\. Поэтому если обозна­
чить максимальный подмодуль в А\ через Л2, а минимальный подмо­
дуль модуля Pi через В2, то Ai/A2£%P/Au a B2~Bh Но тогда у Л2 есть 
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ровно один максимальный подмодуль Л3, причем Л2/Л3—Л1/Л2. Продол­
жая это рассмотрение, мы получим цепочку подмодулей модуля Р: 
P = AQZDAIZDA2^D ..., причем Лг-+1— единственный максимальный подмо­
дуль в Ai и все фактормодули Лг/Лг+1 изоморфны. Эта цепочка обры­
вается, но оборваться она может только на модуле Ви откуда следует, 
что Ai/Ai+i~B2~Bi. 

Итак, мы построили в Р композиционный ряд, все факторы которого 
изоморфны Р/А\. Отсюда следует, что разложение A = PS©P' двусторон­
нее и, в силу кольцевой неразложимости Л, Р ' = 0, т. е. A=-Ps. Но тогда 
A^Ms(L), где L^=E(P), и L — неразложимая как модуль алгебра с цик­
лическим радикалом. Покажем, что такая алгебра всегда бассова, что 
завершит доказательство теоремы. 

Из цикличности радикала R неразложимой алгебры L очевидно сле­
дует, что все правые идеалы в L имеют вид Rn. Поэтому у L один мини­
мальный правый идеал, и из предложения 7.2 следует, что L — квази-
фробениусова алгебра. Но всякая факторалгебра L также неразложима 
и имеет циклический радикал. Следовательно, L — бассова. 

З а м е ч а н и е . Как легко видеть, из теоремы 7.7 следует, что бассо-
вы алгебры являются даже фробениусовыми (т. е. такими, что А^А* 
(21)). 

ТЕОРЕМА 7.9. Алгебра Л бассова тогда и только тогда, когда вся­
кий двусторонний А-идеал является циклическим правым А-модулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, Л можно считать неразложимой в 
кольцевую прямую сумму. Пусть A=PS©P', где Р — неразложимый про­
ективный Л-модуль, не входящий прямым слагаемым в Р'. Если А\ — 
максимальный подмодуль в Р, то / = Л^ФР' — двусторонний идеал 
( /=Апп Р/А{). Из цикличности / следут, что А{ — фактормодуль моду­
ля Р и потому в А\ есть один максимальный подмодуль Л2, причем 
Ai/A2~P/Ai. Но тогда I2 = A\ ©P', значит, Л2 — также фактормо­
дуль Р. Продолжая этот процесс, мы убедимся, что всякий подмодуль 
модуля Р имеет единственный максимальный подмодуль, фактормодуль 
по которому изоморфен Р/А\. Отсюда, как и в доказательстве теоре­
мы 7.6, следует, что A~Ms(L)y где L — неразложимая как модуль ал­
гебра с циклическим радикалом, т. е. А бассова. Обратное утверждение 
непосредственно следует из теоремы 7.6. 

Отметим, что алгебры, в которых все двусторонние идеалы цикличны, 
изучались Асано (22) (см. также (23), гл. IV, §§ 15—16). 

Дадим теперь определение квазибассовых алгебр. 
Алгебру А назовем квазибассовой, если всякий неразложимый Л-мо­

дуль обратим (т. е. проективен над своим кольцом множителей). Оче­
видно, всякая бассова алгебра является квазибассовой. 

Из теоремы 1.5 следует 
П р е д л о ж е н и е 7.10. Если А — квазибассова алгебра, Р — проек­

тивный А-модуль, то Е (Р) — также квазибассова алгебра. 
П р е д л о ж е н и е 7.11. Неразложимая как модуль квазибассова ал­

гебра бассова. 
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Доказательство следует из теоремы 7.7. 
ТЕОРЕМА 7.12. Следующие условия равносильны: 
(1) алгебра А квазибассова; 
(2) для всякого неразложимого А-модуля А алгебра Е(А) бассова; 
(3) всякий неразложимый А-модуль А инъективен как А (А) -модуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) ^ (2) следует из предложений 7.10, 7.11 и 

теоремы 7.5. 
Двойственным образом доказывается (2) <Н>(3). 
Так же, как и в случае порядков, среди квазибассовых алгебр содер­

жатся такие алгебры Л, что для всякой факторалгебры Г алгебры Л 
есть биективный Г-модуль. Этот класс допускает следующую характе­
ристику. 

ТЕОРЕМА 7.13. Следующие условия равносильны: 
(1) у всякой факторалгебры Г алгебры А есть биективный Г-модуль; 
(2) структура подмодулей всякого неразложимого А-модуля ли­

нейна; 
(3) структура подмодулей всякого неразложимого проективного 

А-модуля (как правого, так и левого) линейна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) =Ф (2). Если А — неразложимый Л-мо-

дуль, то существует мономорфизм АА-*АП (предложение 7.1), а потому 
и мономорфизм В->ЛП, где В — биективный неразложимый Лл-модуль. 
Отсюда следует, что Ап~В®Ху и, ввиду однозначности разложения, 
А~В. Поэтому у А есть единственный максимальный подмодуль Аи 
причем, поскольку А инъективен, Ах неразложим. Следовательно, к А\ 
применимы те же рассуждения, что и доказывает наше утверждение. 

(2) =» (3) как частный случай и ввиду двойственности. 
(3)=^ (1). Заметим, что свойство (3) сохраняется при переходе к 

факторалгебрам, поэтому достаточно доказать, что у Л есть биективный 
модуль. Но если Р — проективный неразложимый модуль наибольшей 
длины (правый или левый), то в силу (3) у него есть ровно один мини­
мальный подмодуль, а тогда Р инъективен по предложению 7.2. 

Отметим, что эквивалентность условий (2) и (3) в более общей си­
туации установил Л. А. Скорняков (24). Импликация (1) =Ф (3) являет­
ся обобщением теоремы 43 из (23), гл. IV. 

Следующий пример показывает, что в условии (3) теоремы 7.13 су­
щественно требовать линейность структуры подмодулей как для правых, 
так и для левых модулей. Пусть Ап — алгебра над полем k, состоящая 
из матриц вида 

(л>3), 

[ап 0 0 . . . Ьп) 

где аи Ьг — произвольные элементы из k. Неразложимые правые проек-
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тивные Лп-модули Рг = ецА имеют при i > l максимальный подмодуль, 
изоморфный Р\, a Pi — неприводимый Лп-модуль. Но у левого проек­
тивного Лп-модуля Аеп есть п—1 минимальных подмодулей. 

Отметим также, что, ставя для алгебры Лп матричную задачу спосо­
бом, изложенным в § 5 (за / следует взять радикал Лп) , нетрудно про­
верить, что описание Лп-модулей сводится к приведению матрицы X вида 

причем над столбцами матрицы X можно совершать любые элементар­
ные преобразования, а над строками — только внутри каждой клетки Х{. 
Приведя матрицу X, легко убедиться, что алгебра Л3 квазибассова, а 
при п>3 алгебра Ап не квазибассова. При п>4 алгебра Ап имеет бес­
конечно много неразложимых модулей. Заметим, что при любых п ал­
гебра Лп, очевидно, наследственна. Тем самым мы получаем пример на­
следственных алгебр, не являющихся квазибассовыми, а также наслед­
ственных алгебр, имеющих бесконечно много неразложимых модулей. 

§ 8. Коммутативные бассовы кольца 

В настоящем параграфе Л будет обозначать коммутативное кольцо 
без нильпотентных элементов, размерности Крулля 1 и такое, что его 
целое замыкание Л в полном кольце частных есть конечнопорожденный 
Л-модуль. 

Напомним, что, согласно (2), кольцо Л называется горенштейновым, 
если inj-dimAA=l. Следуя (17), кольцо Л будем называть бассовым, 
если все его надкольца (т. е. такие кольца Г, что AczFczA) горенштей-
новы. 

ТЕОРЕМА 8.1. Следующие условия равносильны: 
(1) кольцо Л бассово; 
(2) всякий А-идеал проективен над своим кольцом эндоморфизмов; 
(3) всякий А-идеал обратим над своим кольцом эндоморфизмов; 
(4) любой А-идеал имеет две образующие; 
(5) Л/Л — циклический А-модуль, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) 44 (4) =Ф (2) доказано в (2). (2) 44 (3) сле­

дует из предложения 1.1, поскольку здесь А(А) =Е(А). Эквивалент­
ность условий (4) и (5) для локальных колец доказана в (17). Но в (2) 
показано, что условие (4) достаточно проверить для локализаций коль­
ца Л. С другой стороны, Л/Л есть Л-модуль конечной длины, откуда сле­
дует, что и условие (5) также достаточно проверить локально. Тем са­
мым эквивалентность (4)44(5) доказана. (2) =Ф (1). Предварительно 
докажем следующую лемму. 

ЛЕММА 8.2. Пусть L — такой А-модуль, что AczLczA, причем L про­
ективен над своим кольцом эндоморфизмов Т. Тогда L== Г. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно проверить, что для лю­
бого простого идеала рсгГ Lp =Гр. Поэтому кольцо Г можно считать 
локальным. Тогда модуль L свободен (25) (УШ.б.Г), т. е. Ь = аТ. По­
скольку l e L , то LaL2cz ... с Л , откуда следует, что при некотором i 
Li = Li+l= ... =L2i, т. е. Ll есть кольцо. Но Li = aiT9 поэтому U = T и 
А'еГ. Так как а - ^ Г , то а е Г и Ь = Г. 

Перейдем к доказательству импликации (2) =Ф (1). Заметим, что и 
свойство (1), и свойство (2) достаточно проверить для локализаций 
кольца Л и даже для их пополнений. Поэтому при доказательстве мож­
но считать, что Л — полное локальное кольцо. Кроме того, можно пред­
положить, что все собственные надкольца Л уже бассовы. 

Пусть Р — максимальный идеал Л, Г — его кольцо эндоморфизмов. 
А = Т/Р есть конечномерная алгебра над полем & = Л/Р. Если [А : &]^2, 
то Г/А~А/Р и Л горенштейново, а потому бассово. Предположим, что 
[А : £ ] > 3 . 

Рассмотрим в А произвольное ^-подпространство У, содержащее еди­
ницу. Пусть L — его полный прообраз в Г. Тогда AczLczT, L проективен 
над Е(Ь) и по лемме 8.2 L = E(L), т. е. L есть кольцо, а V — подалгеб­
ра в А. Но существует всего два типа алгебр А таких, что [А : k]^3 и 
всякое подпространство в /!, содержащее единицу, есть подалгебра. Это 
алгебра A\ — k[ru ..., гп] (п^2) такая, что пг^ = 0 для любых i, j , а так­
же алгебра A2 = k® ... ©& (число слагаемых больше двух), если k — поле 
из двух элементов. 

Если А=Аи то Г — локальное кольцо, максимальный идеал Q кото­
рого порождается прообразами ги ..., гп. Тогда, в силу (2), существует 
единственный Г-модуль BZDT такой, что S/Г—Г/Q- Но Р — проективный 
Г-модуль, поэтому Р = аГ и аВ — единственный Г-модуль, содержащий 
Р и такой, что aB/Pc^T/Q. Значит, в алгебре А\ должен быть один ми­
нимальный идеал, что неверно. Таким образом, случай А=А\ невозмо­
жен. 

Пусть теперь А=А2, еи ..., еп {п^З) —ортогональные идемпотентны 
в Л, е\, ..., еп — их ортогональные идемпотентные прообразы в Г, кото­
рые существуют ввиду полноты Л. Рассмотрим Л-модуль L = P+ (е2 + 
+ е2)Л+ (e\ + ez)A+ ... -\-(е\-\-еп)А. ЬГ = Г, значит, E(L) czL. Всякое над­
кольцо Г, отличное от Л, разложимо, так как в А2 всякая неодномерная 
подалгебра разложима. Следовательно, Е(Ь)=--АУ так как модуль L не­
разложим. Но легко проверить, что Ьф А и потому L — непроективный 
Л-модуль, что противоречит условию (2). Теорема доказана. 

Из теоремы 8.1 непосредственно следует ее геометрический аналог. 
Именно, пусть С—алгебраическая кривая над полем k, О — пучок ло­
кальных колец на С, С— нормализация кривой С, О' — пучок локаль­
ных колец на С, ср — естественный морфизм С-+С. Назовем кривую С 
бассовой, если для всякой точки /?еС локальное кольцо Ор бассово. 
Имеет место следующий результат. 

ТЕОРЕМА 8.3. Следующие условия равносильны: 
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(1) кривая С бассова; 
(2) для всякого когерентного пучка О-идеалов J существуют кривая 

Си сюръективные морфизмы f : Сх-+С и g : С'-+Сх и обратимый пучок L 
на С\ такие, что fg=q>, a / = /*(L), где f*, как обычно,— прямой образ 
пучка при морфизме f; 

(3) пучок f*{Of)IO порождается над О одним глобальным сечением. 
Используя результаты работы (5) (теорема 13.1), легко показать, что 

если поле k алгебраически замкнуто, то для любой особой точки бас-
совой кривой пополнение ее локального кольца изоморфно одному из ко­
лец Ап или Вп ( f t ^ l ) , где Ап — подкольцо прямой суммы ^[ [^ ] ]Ф 
®&[[Т]], состоящее из таких пар (f, g) , что f=g(mod Tn)\ Bn — под­
кольцо кольца &['|Т]], состоящее из таких рядов /, что нечетные степе­
ни Т, входящие в f, не меньше 2/1+1. 

Наоборот, если кривая имеет особенности только указанного вида, 
то она бассова, так как кЬльца Ап и Вп бассовы. Таким образом, бассо-
вы кривые — это кривые с квадратичными особенностями. 

Приведем в заключение пример, показывающий, что даже для обла­
стей целостности условие разложимости всех модулей без кручения в 
прямую сумму идеалов не есть локальное условие. 

з • ___ 

Пусть Л == ZlVe], Л = 7Л + Z. Тогда q =7Л —простой идеал в Л, при­
чем Л^ — триада локальных колец (2), а при J>=f=q Л» = Л .̂ Поэтому для 
любого р С Л все Л -̂модули без кручения разлагаются в прямую сумму 
идеалов (2). Однако идеал j> кольца Л имеет три образующих, поэтому из 
(х) следует, что у Л есть неразложимый модуль без кручения, не являющийся 
идеалом. 

Поступило 
14.VII.1970 
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