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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОКСТЕРА 
И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ 

Ю. А. Д р о з д 

Представления частично упорядоченных множеств были введены 
Л. А. Назаровой и А. В. Ройтером в работе [9], где ими был построен 
алгоритм, позволяющий выяснить, имеет ли данное множество конечное 
число неразложимых представлений, и в случае конечности типа 
вычислить все представления. Используя этот алгоритм, М. М. Клейнер 
[7], [8] получил критерий конечности и полное описание представлений 
множеств конечного типа. Из результатов этих работ, в частности, следо­
вали такие качественные факты, касающиеся представлений множеств 
конечного типа: 

1) кольцо эндоморфизмов любого неразложимого представления три­
виально; 

2) в данной размерности есть не более одного неразложимого пред­
ставления; 

3) число представлений и их вид не зависят от основного поля; 
4) двойственное множество также имеет конечный тип и те же раз­

мерности неразложимых представлений. 
Одновременно П. Габриель [4] ввел в рассмотрение представления 

колчанов (т. е. диаграммы в категории векторных пространств с заданной 
схемой) и получил для них аналогичные результаты. Кроме того, оказа­
лось, что колчаны конечного типа — это в точности те, которые имеют вид 
схем Дынкина типа А^^, О^^ или Е^^, а размерности неразложимых пред­
ставлений соответствуют положительным корням этих схем. 

Естественно возникло желание дать объяснение этим фактам, не при­
бегая к явному вычислению всех представлений. Для представлений кол­
чанов это было сделано И. Н. Бернштейном, И. М. Гельфандом и В. А. 
Пономаревым [2]. Именно, они показали, что все представления колчанов, 
имеющих вид схем Дынкина, получаются некоторой стандартной конст­
рукцией из тривиальных представлений, для которых все указанные свой­
ства очевидны. Эта конструкция получила название функтора Кокстера, 
поскольку на размерностях представлений она индуцирует преобразова­
ние Кокстера, соответствующее данной схеме Дынкина. 

В настоящей работе строится аналогичная конструкция для пред­
ставлений частично упорядоченных множеств и доказывается, что и здесь 
имеют место все аналогичные результаты (в том числе и интерпретация 
размерностей) *). Кроме того, показывается, что для множеств конечного 
типа каждое неразложимое представление устойчиво в том смысле, что 
его орбита открыта в множестве всех представлений данной размерности» 
Грубо говоря, из существования неразложимого представления данной 
размерности следует, что это — представление «общего положения»» 

*) Отметим, что если все элементы данного множества несравнимы, то эта кон­
струкция фактически совпадает с конструкцией, введенной И. М. Гельфандом и 
В. А. Пономаревым [5]. 
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Некоторые затруднсхтия появляются из-за того, что возникающая 
здесь квадратичная форма, в отличие от случая колчанов, не обязательно 
положительна: она принимает положительные значения лишь на векторах 
с неотрицательными коэффициентами. Это, в частности, мешает непосред­
ственно передоказать критерий М. М. Клейнера и получить полное опи­
сание представлений. 

В дальнейшем для упроп1;ения изложения основное поле К мы всегда 
будем считать бесконечным, так как случай конечного поля сводится 
к этому стандартными методами теории Галуа, изложенными, например, 
в [10]. 

При доказательстве мы будем использовать некоторые простые све­
дения о квадратичных формах и алгебраических группах. Эти результаты 
изложены в дополнении, помещенном в конце статьи. 

1. Множества конечного типа. Основнаа теорема 
Пусть )5' — конечное частично упорядоченное множество. Пред­

ставлением 8 над полем К называется его гомоморфизм в упорядоченное 
по включению множество 5 {V) подпространств конечномерного вектор­
ного пространства 17 над полем К. 

Гомоморфизмом представления X: 8 ->• 8 (17) в представление 
У: 8-^8 {IV) назовем линейное отображение Ь: 17-^Ш такое, что ЬХ (1)С1 
С1 У{1) для любого элемента 1^ 8. Если/.взаимно однозначно и ЬХ (1) = 
= У (1) для любого I ^ 8, то Ь назовем изоморфизмом X на У. Очевидно, 
представления данного множества 5 образуют аддитивную (ноне абелеву) 
категорию. Кольцо эндоморфизмов представления X в этой категории 
мы будем обозначать через Е (X). 

Прямой суммой представлений X: 8 -^ 8 (17) ж У: 8-^8 {17') в этой 
категории является представление 2 = X @ У: 8 -^ 8 {17 @ 17'), в ко­
тором 2 {1) = X {г) 0 У {1) для всех I ^ ^5. Представления вида X ф У 
и все им изоморфные называются разложимыми, остальные — неразло­
жимыми. 

Говорят, что множество 5 конечного типа, если оно имеет конечное 
число неразложимых представлений с точностью до изоморфизма *). 

Нам будет удобна модульная интерпретация представлений. По мно­
жеству А? можно построить 7Г-алгебру А = А {8) с базисом {а^} {I, / е А?; 
г ̂  /) и законом умножения: аг/<̂ /сг ~ ^дк(^и- Пусть V = V {8) — модуль 
над алгеброй А с базисом {г;̂ } {1 ^ 8) ш действием операторов: V^а^1^ = 
= 8^^V1^, Если II — конечномерное векторное пространство над К^ то 
^ ®кУ также является ^-модулем. Предположим, что X: 8 ^- 8 {17) — 
представление множества 5. Тогда, очевидно, X 0У = 2 "̂  (О ® г̂ ^^ть 

г 
Л-подмодуль в 17 (х)̂ сТ. Наоборот, если М^ — подмодуль в 17 ®кУ, то, 
полагая X {1) =^ {и ^17 \ и (^ VI ^ М}, мы получим представление 
X: 5 -> 5' {17) такое, что М ^ X ^ V. При этом линейное отображение 
Ь: II-^Ц^ является гомоморфизмом представления X: б'-^б' {17) в пред­
ставление У: 5̂' -> А? {Ц1) тогда и только тогда, когда {Ь 0 1)(Х ® У) (Ц 
аУ (^ V, Интересно отметить, что, поскольку Ношд {V, V) = К, вся­
кий эндоморфизм Л-модуля 17 0кУ имеет вид ^ ® 1. В частности, пред­
ставления X и У в пространстве П изоморфны тогда и только тогда, когда 
подмодули X ® V я У (^ V переводятся друг в друга автоморфизмом мо­
дуля [1 0кУ. 

*) Следовало бы говорить «конечный тип над полем К», но, как будет видно из 
дальнейшего, конечность типа не зависит от поля. 
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Итак, мы получаем взаимно однозначное соответствие между А-
подмодулями в и ®хТ^и представлениями множества А9 В пространстве II. 
Но каждый подмодуль М СИ С/ (^кУможяо задать, указав его проектив­
ное накрытие Р = Р (М) (см. [1]) и гомоморфизм/: Р ~> 17 0кУ с образом 
М, Наоборот, всякий гомоморфизм /: Р -^11 0/^:1^ определяет подмодуль 
М = 1т /, т. е. представление множества ^5. При этом Р — Р^ ф Р^, 
где Рг = Р (М) и / (РО = М, а Ра С Кег/ (см. [1]). Если теперь 
д:^ ->• И̂  0кУ — другой гомоморфизм с проективным ^ и 1 т / = ТУ, а 
Ь: П-^ РГ—такое линейное отображение, что {Ь 0 1) (М) (Ц ТУ, то ввиду 
проективности Р существует такой гомоморфизм Р: Р -^ ^, что комму­
тативна диаграмма 

Р Л 
П ^л 

и^кУ 

и̂ ®^ 
| Ь ® 1 

кУ. 
(1) 

При этом, если Р = Р (М), ^ = Р (ТУ), а Ь — изоморфизм и 
(Ь 0 1) (М) = N. то л Р ~ изоморфизм. 

Обозначим через М {V) категорию, объекты которой — гомоморфизмы 
/: Р —> С/ 0 к У , а морфизмы — коммутативные диаграммы вида (1); через 
Е (3) — категорию представлений множества -5'. Мы доказали 

П р е д л о ж е н и е 1. Сопоставляя гомоморфизму /: Р -^ II 0 я ^ 
представление X: 3-^8 (11), определенное подмодулем 1 т / ==̂  М, а ком­
мутативной диаграмме (1) — линейное отобраоюение Ь: II -^ Ц^, мы 
получаем сюръективный функтор Ф: М {V) -> К {8), При этом Ф (/) о^ 
~ Ф {§), где д: ^~^ ^ (^кУ; Р = Р (М), когда ^ = ^1 ® ^2, причем 
ё (О^) = 0 , а §1 с^ ^ {^1 — ограничение § на ^^). 

Отметим, что при заданном Ь морфизм Р в диаграмме (1) восстанав­
ливается, вообще говоря, не однозначно (так как ^ не обязательно моно­
морфизм). 

Канонический изоморфизм Нотл (Р, С/ (^кУ) а::^ II 0 к У 0 А Р , где 
Р " Нотл (Р? А), позволяет отождествить категорию М {V) с катего­
рией У-матриц в смысле [6], если рассматривать V как разделенный 
К X ^-бимодуль, положив (с, а) V = СУ, г; (с, а) — уа (с ^ К; а ^ А; 
у^У). 

Разложим единицу кольца А в сумму минимальных ортогональных 
идемпотентов: 1 == ап + 2̂2 + • • • + (^пп- (Мы считаем, что /5* = 
= {1,2,..., п}. Кроме того, удобно предполагать, что меньшие точки имеют и 
меньшие номера, т. е. из ^ <; / в 5̂ следует ^ ^ / в обычном смысле.) Тогда 
Р^ = ацА — это все неразложимые неизоморфные проективные Л-модули, 
и любой проективный модуль Р имеет вид: Р с^ 0 Рг^\ Размерностью V-

г 
матрицы из II 0 ^ 7 0 д Р , где (11т II = Хо, назовем целочисленный вектор 

V ^лРг = Уац — одномерное пространство, поэтому Т-матрица 
размерности х задается набором числовых матриц {Х^} (1 е 5) (Х^ разме­
ра Жо X Хг). НОША ( Р ; , РЬ) ^^ йпАа^^ — одномерное пространство, по­
рожденное а11 при ^ ^ /, и О в противном случае. Отсюда следует, что 
наборы {Хг} и {5^г} задают изоморфные 1^-матрицы тогда и только тогда, 
когда их можно перевести друг в друга преобразованиями таких трех 
типов: 1) элементарными преобразованиями столбцов матриц Х^; 2) при­
бавлением к столбцам XI столбцов Х^ при / ^ /; 3) одновременными эле­
ментарными преобразованиями строк во всех матрицах Х^ 



Преобразования Кокстера 37 

Таким образом, мы приходим к исходному определению работы [10]. 
Если вг = (0, . . ., О, 1, О, . . ., 0) (1 на г-м месте), то существует всего 

одна У"-матрица Ег размерности е^ задаваемая гомоморфизмом Р̂̂ • -^0 
при 1 ^ ^ ^ тг и гомоморфизмом О -> У при I = 0. Заметим, что Е1 
{I ^ I ^ п) — это единственные неразложимые Т^-матрицы, не соответ­
ствующие неразложимым представлениям множества 5*, так что с клас­
сификационной точки зрения между М {V) ж К (8) практически' нет 
разницы. ''Ш 

В дальнейшем мы будем, как правило, отождествлять представление 
А? и соответствующую Т^-матрицу и обозначать их одной буквой. В част­
ности, ?̂г (1 ^ г ^ ?г) мы будем рассматривать как «виртуальные» пред­
ставления 5 в нульмерном пространстве. Кольцо эндоморфизмов пред­
ставления X (точнее, соответствующей матрицы) в категории М {V) обо­
значим через Е (X). Е (X) есть некоторое фактор-кольцо этого кольца. 

Обозначим через У^^ пространство У-матриц размерности х = 
= (жо: ^11 • • -7 ^п)-Для соответствующих представлений X: *5'-^5' {II) Х1 == 
= А1т X (О - Й1т X (1), где X (О = 2 ^ (/)• 

На пространстве У^ действует группа 0^ = ОЬ (хо, К) X ОЬ (Р), 
где СЬ (Р) — группа автоморфизмов ^-модуля Р, Это — алгебраическая 

п 
группа размерности2 ^̂  + 2 ^Л* Размерность же самого пространства 

п 

Ух равна 2 о̂̂ г- Представления, изоморфные X, — это элементы орбиты 

группы Ох, проходящей через X, Мультипликативная группа поля -ЙГ, 
вложенная в 0^ диагональным образом, действует на У^ тождественно, 
так что фактическая группа преобразований — это С^/К*. Из утвержде­
ния 5 добавления следует, что если число орбит конечно, то (11т Ох !> 
> а1т Ух^ 

п п 
Положим ^ (х) = 2 ^? + 2 ^Л" ~~ 2 ^оЩ и рассмотрим в {п -{- 1)-

^=0 г<^ г=1 
мерном вещественном пространстве Е замкнутый выпуклый конус С, 
состоящий из векторов (хо, Хх, , . ., х^)^ у которых все координаты неот­
рицательны. Всевозможные размерности Т -̂матриц — это векторы решетки 
с базисом во, 61, . . ., е^, лежащие в конусе С. Поэтому из вышесказанного 
и утверждения 4 дополнения следует 

П р е д л о ж е н и е 2. Если множество 8 конечного типа *), то 
^ (х)^ О для любой точки х >Е С. 

Оказывается, верно и обратное, как показывает следующая основная 
теорема. 

Т е о р е м а 1. Если ^ {х) ^ О для любой точки х ^ С, то: 
1) множество 8 конечного типа; 
2) Е {X) с^ Е {Х)с^ К для любого неразложимого представлениях; 
3) если (? (х) — 1, то в размерности х есть ровно одно неразложимое 

представление (с точностью до изоморфизма); 
4) если ^ [х)^ \, то в размерности х нет неразложимых представ­

лений; 

*) Достаточно требовать даже, чтобы /5* имело конечное число неизоморфных 
неразложимых представлений в каждой размерности. Вместе с теоремой 1 это дает 
новое доказательство гипотезы Брауэра — Трелла для представлений частично упо­
рядоченных множеств [9]. 
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5) орбита неразложимого представления открыта в Ух (в топологии 
Зарисскоао). 

Пусть 5 — двойственное частично упорядоченное множество, т. е. 
I <^ 7 в 5 означает, что / ^ I в 5 . Тогда соответствующая ему квадратич­
ная форма совпадает с (^ (х), откуда вытекает 

С л е д с т в и е 1. Если 3 конечного типа, то и 8 конечного типа, 
причем между представлениями 8 и 8 есть взаимно однозначное соответ­
ствие, сохраняющее размерность. 

С л е д с т в и е 2. Всякое неразложимое представление множества 
конечного типа реализуется над простым подполем поля К {т. е, коэф­
фициенты матриц Х̂ - можно считать лежащими в простом поле). Кро­
ме того, представление, неразложимое над полем К, остается неразло­
жимым и над любым расигирением этого поля"^). 

З а м е ч а н и е . Из того, что ^ (х)^ О в конусе С, вообще говоря, 
не следует положительность формы ^. Так, если /5 = {1, 2, 3, 4, 5} с по­
рядком: 1 < 4; 1 < 5; 2 <[ 4; 2 < 5; 3 << 5, то ^ принимает вне С даже 
отрицательные значения, в то время как 15—множество конечного типа 
(см. [7]). 

В заключение этого параграфа покажем, что все утверждения теоремы 
следуют из того, что Е (X) = К для любого неразложимого X, 

Действительно, 4) и 5) следуют тогда из утверждения 6 дополнения. 
Далее, так как два непустых открытых множества в У^ всегда пересе­
каются, а различные орбиты 0^. не пересекаются, в данной размер­
ности существует не более одного неразложимого представления. Поскольку 
размерностей, меньших данной, конечное число, в каждой размерности 
есть всего конечное число неизоморфных представлений, а потому в У^ 
есть открытая орбита (см. утверждение 5 дополнения). Предположим, 
что ^ [х) =^ \, а О— открытая орбита в У^, Тогда (11т О == Агт. У^ = 
= Ит С^ ~ 1, и если Х^О, то Ит Е {X) = 1, т. е, Е {X) ^ К ж X 
неразложимо, чем доказано утверждение 3). 

Наконец, 1) следует из того, что множество 0^= {х ^ С\^ {х)=^1} 
компактно (дополнение, утверждение 2), а потому в нем лежит лишь ко­
нечное число точек с целочисленными координатами, т . е . только в ко­
нечном числе размерностей имеются неразложимые представления. 

2. Преобразования Кокстера и доказательство основной теоремы 
Перейдем к доказательству теоремы 1. Всюду в этом параграфе мы 

будем считать, что форма ^, соответствующая множеству 5, положитель­
на на ненулевых векторах из конуса С, 

Если п = О, т. е, 8 пусто, то единственное неразложимое представле­
ние — это Е^, для которого утверждение теоремы тривиально. Поэтому 
мы можем предполагать, что для всех множеств с меньшим числом эле­
ментов наша теорема уже доказана. 

Представление X размерности х == {x^, х^, . . . , х-^) называется точ­
ным, если XI Ф О, т. е. X \1) Ф ^(ь) ни для какого 1 ^ 5 (см. [8]). В част­
ности, если 8 Ф ф, все представления Е^ не точны. 

Мы будем пользоваться также естественным изоморфизмом П^кУ (8)А 
(8 )лР^Нот1 , ( г7* , У ® л Р ) . 

Л е м м а 1. Если в представление X не входит прямым слагаемым Е^, 
то соответствующее отображение ф: 17^-^ У(Е)АР мономорфно, 

*) Для множеств бесконечного типа это уже неверно: достаточно рассмотреть 
множество из четырех несравнимых точек (см. [9]). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть V' — дополнение в ?7* к Кег ф. 
Тогда X = X' @ Ео, где к = йхт (Кег ф), а X ' — представление, со­
ответствующее гомоморфизму С/'-> У ^ АР -

Л е м м а 2. Если в представлении X нет неточных прямых слагае­
мых^ то соответствующее отображение / : Р —>- 17 0 АУ мономорфно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {Хг} [1^8) — набор числовых 
матриц, определяющий представление X. Утверждение леммы означает, 
что столбцы матриц Х ; ( / ^ 1) линейно независимы в совокупности. По­
этому его достаточно доказывать для максимальных элементов 1^8. 
Поскольку в X не входит прямым слагаемым Е ^ столбцы матрицы Х^ 
линейно независимы относительно столбцов матриц Х̂ - при } <,1- Таким 
образом, остается проверить, что для любого максимального элемента 
1^8 столбцы матриц Хг (/ < 1) линейно независимы в совокупности. 

Набор матриц {Х^-} (; =^ г) определяет представление X' множества 
I? \ {г}, для которого теорема 1 уже предполагается справедливой. 
Пусть У — какое-нибудь прямое слагаемое X ' . Очевидно, У ф Е^ ни 
для какого ] ^ 8. Пусть у = (г/о, г/̂ , . . ., у^) — размерность Г , У1 = 2 Уг-

Если 1/̂  > г/о, то в пространстве Уу наборы матриц, у которых ранг си­
стемы столбцов матриц {У^}(/ < г) равен г/о, образуют открытое множест­
во, инвариантное относительно действия Су. Поскольку орбита У откры­
та, она содержится в этом множестве. Но тогда преобразованиями вида 2) 
можно сделать нулевой ту часть матрицы Х^, которая стоит против У, 
и, следовательно, X с^ У ® 2, что невозможно. 

Итак, Уг < г/о. Но тогда аналогичное рассуждение показывает, что 
столбцы матриц {У]} (]' < г) линейно независимы в совокупности. По­
скольку это верно для любого прямого слагаемого представления X ' , 
это верно и для всего представления, что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е 1. Если в представлении X нет неточных прямых 
слагаемых, то Е (X) о^ Е (X). 

Действительно, в этом случае гомоморфизм Р: Р —> Р такой, что 
(1/01) / = / / " , где Ь : 17 -^ и — эндоморфизм X, определяется однозначно. 

С л е д с т в и е 2. Если в представлении X размерности х = 
= {хд,Х1,, . . , x^^) нет неточных прямых слагаемых, то Иш X (1) = = 2 ^г* 

Перейдем к построению преобразований Кокстера. Пусть X — неко­
торое представление, / : Р - ^ С/ (^к У — соответствующий гомоморфизм, 
М - Сокег/ . Тогда М * есть подмодуль в (П^кУ)^ = П^^кУ^. Но У* 
можно рассматривать как левый Л-модуль или, что то же, как правый 
модуль над антиизоморфной алгеброй А^ = А (8), причем У* с^ У (8). 
Следовательно, М* определяет некоторую У*-матрицу, т. е. представле­
ние аХ множества 5 . 

Нетрудно проверить, что аХ : ^ - > 5̂' (С/*) сопоставляет точке 1 е 1? 
ортогональное дополнение X {г)-^ подпространства X (1). 

Рассмотрим теперь соответствующий X гомоморфизм ф: [7*-> У(^АР-
Пусть ТУ = Сокег ф, г!): У(^АР->• ТУ— проекция на фактор-пространство, 
^* . р^*_^ ( У 0 ^ р ) * —двойственный мономорфизм. Заметим, что (У(Х)А^)* = 

- Яотк (У 0АР, К) с^ Н о т л [Р, У*) ^ Р ®лУ* =- У* ®АОР {Р рас­
сматривается как левый проективный Л^-модуль). Следовательно, я])* 
определяет У*-матрицу, т. е. представление рХ множества б .̂ 

Л е м м а 3 . 1 ) Если X не содержит прямых слагаемых вида Е^, то 
р^Х с^ X и Е (рХ) а^ Е (X). Кроме того, если х = [х^, х-^, , , , , х„) — 
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размерность Х,ау = (г/о, Уг, . . ., Уп) — размерностьрХ, тоуо== ̂  Хх — х^, 
г = 1 

л Уг = ^1 (1 < ^ ^ ^)-
2) Если X не содержит прямых слагаемых вида Ег (1 ^ г^^) , то о^Х с^ 

^^^ X, Кроме того, если X не содержит, неточных прямых слагаемых, то 
Е {оХ) с^ Е (X), и если х = {х^, г̂̂ , . . . , х-^) — размерность X, а у = 
= (Уо^ 1̂7 • • • . Уп) — размерность аХ, то у о = х^, а 2 У̂ + 3 У̂ = о̂ 

( 1 < ^<^г) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма 3 непосредственно вытекает из лемм 

1, 2 и следствий 1, 2. _ 
Преобразования Р = до ж Р=^ар мы назовем преобразованиями Кок-

стера для множества ^5'. 
С л е д с т в и е 3 .1) Если X — точная неразложимая У-матрица, 

не изоморфная оЕ^, то Е {РХ) о^ Е {X) и РР{Х) с^ X. 
2) Если X — неразложимая У-матрица, не изоморфная Е^ или рУ, 

где У — неточная У^-матрица, то Е (рХ) о^ Е {X) и РР {X) (^ X. 
Заметим, что представление оЕ^ точно тогда и только тогда, когда 

все точки множества ;5' несравнимы. 
Пусть теперь X — точное неразложимое представление множества /б*. 

Из леммы 3 следует, что если х = [х^, х^, , . , , х^) — размерность X, 
то размерность рХ есть р^x, а размерность аХ есть р̂ рз . . . р̂ х̂, где р̂  — 
отражение в пространстве Е с формой ^, соответствующее вектору е̂  
(см. дополнение). Поэтому, если X ^ оЕ^, размерность РХ равна щ, 
где ф = рор1 . . . рп — преобразование Кокстера пространства Е, опре­
деленное базисом Са, в ,̂ . . . , е^^, Рассмотрим представления 
Р^Х [к = 1,2,. . . ). Если все они точны и не изоморфны оЕ^, то их 
размерности ^^х образуют дискретное множество, целиком лежащее в 
С, что невозможно ввиду утверждения 3 дополнения. Итак, Р^Х для 
некоторого к либо неточно, либо изоморфно оЕ^, Но Е (оЕо) с^ 
^^Е{Ео)=К и Е {У) = К для всякого неточного неразложимого представ­
ления по предположению индукции, поэтому и Е {X) = К. Как 
было показано в конце первого параграфа, отсюда следует основная тео­
рема. _ 

Учитывая, что Е — обратное преобразование к Р, получаем еще та­
кой результат. 

Т е о р е м а 2. Всякое точное неразложимое представление множе­
ства конечного типа имеет вид Р^Х, где X — либо неточное представле­
ние, либо оЕ^, 

З а м е ч а н и я . 1. Во всех предыдущих рассуждениях Р можно 
заменить на Р, Поэтому в теореме 2 Р можно заменить на Р, д^ X считать 
либо равным Е^, либо имеющим вид рУ, где У — неточное представление. 

2. Поскольку Р ж Р сохраняют кольца эндоморфизмов и значение 
формы ^ {х), теорему 1 можно непосредственно вывести из теоремы 2. 

3. Из доказательства следует, что X в теореме 2 всегда можно счи­
тать представлением некоторого множества /5 \ {г}, где г — максималь­
ный элемент А?. ЭТО замечание может быть полезным при явном вычисле­
нии представлений по теореме 2. 

Дополнение 
1. Квадратичные формы. Пусть Е — векторное пространство над 

полем вещественных чисел, ^ (х) — квадратичная форма в пространстве 
Е, (х, у) — ассоциированная с ней симметричная билинейная форма. 
Если в — неизотропный вектор, т. е. ^ (в) Ф О, можно определить 
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отражение р, соответствующее вектору е, по формуле рх = а: • '"^^'^) 
(е, е) 

Очевидно, р — линейное отображение, сохраняющее форму ^, т. е. 
^{рx) = ^[x). 

Если ^1, . . . , е^ — базис Е, состоящий из неизотропных векторов, 
Рг — отражение, соответствующее вектору ^г, то отображение ф = 
= Рх . . . Ртг назовем преобразованием Кокстера. определенным базисом 
^ 1 ? • • • ? ^ п • 

У т в е р ж д е н и е 1. Если вектор х ^ Е не лежит в ядре формы 
^ {т. е, {х, у) ф О для некоторого у^ Е), то щ Ф х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если {х^, . . . , ^п) — координаты х в ба­
зисе ^1, . . . , е^, то р^ затрагивает только -̂ю координату. Поэтому из 
Ц)Х — X следует, что р^х = х для всех г, т. е. (;г, ^г) = О и вектор х лежит 
в ядре формы ^. 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть С—замкнутый конус в Е, причем из 
X ^ С, X Ф О следует, что ^ (х) ^ О, Тогда для любого вещественного 
числа а множество Сд = {х ^ С\^ [х) = а} компактно {в обычной то­
пологии пространства Е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем в Е какую-нибудь норму | | 
и рассмотрим множество С — пересечение конуса С с единичной сферой. 
С — компакт, поэтому форма ^ {х) принимает на нем минимальное зна­
чение д, причем д > 0. Тогда для любого х <^ С имеем ^ (х) = 
=: \х\^ ^ {х1\х\) > ^ \х\^, и потому С^^ содержится в шаре радиуса ]/^а/д. 
Поскольку, очевидно, Са замкнуто, оно компактно. 

У т в е р ж д е н и е 3 . Если С — выпуклый замкнутый конус в Е 
и ^ [х)'^ О для ненулевых векторов х ^ С, то для любого вектора х ^ С 
множество {^^х} (А: = 1,2, . . . ) либо недискретно, либо не содержит­
ся в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что {ср^х} — дискретное 
множество, целиком лежащее в С, Тогда ф^х е С^, где а ^ (? (х), и из 
компактности С^ следует, что в множестве {ц)^х} лишь конечное число 
различных элементов. Но их сумма лежит в С и неподвижна относитель­
но ф, что невозможно. 

У т в е р я ^ : д е н и е 4. Пусть С — множество векторов с неотрица­
тельными координатами, ^ — целочисленная квадратичная форма та­
кая, что ^ (х) ^ О для ненулевых целочисленных векторов из С. Тогда 
^ (х) ^ О для любого х ^ С \ {0}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (индукция по размерности, п). При п = 1 
утверждение очевидно. Предположим, что оно верно для размерности 
тг ~ 1. 

Из условия следует, что ^ (х) ^ О для ненулевых векторов х ^ С 
с рациональными координатами. По непрерывности ^ (х) ^ О для всех 
X ^ С, Если С П Кег ^ Ф {0}, то в С П Кег ^ есть векторы с рациональ­
ными координатами, что невозможно. Поэтому, если ^ {у) — О для како­
го-то у ^ С \ {0}, то в любой окрестности вектора I/найдется такой I/', что 
^ {у') < О, Следовательно, у лежит на границе С, которая есть объедине­
ние множеств С1 =^ {х ^ С\х1 =^ 0}, Но это невозможно по индукционно­
му предположению, что и завершает доказательство. 

2. Алгебраические группы (см. [3]). Пусть О — алгебраическая груп­
па над бесконечным полем К, действующая регулярным образом на аф­
финном пространстве V, 

У т в е р ж д е н и е 5. Если в пространстве V имеется только ко­
нечное число орбит относительно С, содержащих К-рациональные точки, 
то й1т О > (11т V, и одна из этих орбит открыта {в топологии Зарис-
ского). 



42 Ю. А. Дрозд 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0^, . . . , 0^ — все орбиты, содер­
жащие ^-рациональные точки. Так как в аффинном пространстве множе-

/ 
ство рациональных точек плотно, то У = У О̂ , откуда ввиду неприво-

г = 1 
димости V имеем 0^ == Т для некоторого г, а тогда й1т V = А\т О^, 
и орбита 01 открыта [3]. Но 0̂ - ^^ 01Н, где Н — стабилизатор точки V е 
е О/, поэтому (11т О̂  ^ (11т О, т. е. й1т V ^ (11т О. 

У т в е р ж д е н и е 6. Предположим, что (11т О > (11т V и для 
некоторой точки V е V стабилизатор нульмерен. Тогда (11т О = (11т У, 
и орбита точки V открыта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если О — орбита точки г;, то й1т О = 
= (11т С > (11т 7, откуда следует, что (11т V = (11т О == (11т О, а 
тогда О = V, ж орбита О открыта. 
Киевский государственный Поступила в редакцию 

университет 26 февраля 1973 г. 
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