
Ю. А. Д Р О З Д 

О ПОЛУГРУППЕ ДИВИЗОРОВ 
КОММУТАТИВНОГО КОЛЬЦА 

Исследования полугруппы идеалов в кольцах алгебраических чисел 
занимают важное место в теории чисел и теории целочисленных представ
лений. Один из основных результатов здесь был получен Е. Дейдом, 
О. Таусской и X. Цассенхаузом [1 ], которые доказали, что если А — поря
док в поле алгебраических чисел степени п, то для любого Л-идеала / 
идеал Р'1 обратим (в своем кольце множителей). Для случая тг=3 этот 
результат другими методами был получен Д. К. Фаддеевым [2 ]. В работе [3] 
показано, что при п=3 условие на А можно ослабить: достаточно (а если 
у А нет полей вычетов из двух элементов, и необходимо), чтобы.4-модуль 
AQ/A, где А0 — максимальный порядок, имел две образующие. В настоя
щей статье (§ 1) этот результат распространяется на общую ситуацию: 
доказывается, что для обратимости 1 т для любого идеала / достаточно 
(а если поля вычетов А состоят не менее чем из т-\-1 элементов, и необхо
димо), чтобы Л-модуль AQIA имел m образующих. Отсюда, конечно, сле
дует теорема Дейда, Таусской и Цассенхауса. 

Этот результат без труда переносится на идеалы произвольного нете-
рова одномерного кольца А без нильпотентных элементов. Для того чтобы 
отказаться от ограничения на размерность Крулля, естественно от идеа
лов перейти к дивизорам, подобно тому как делается, например, в [4]. 
Заметим, что определение полугруппы дивизоров, которое мы вводим 
в § 2, существенно отличается от определения [4], хотя и равносильно ему 
для колец Крулля. Наше определение подобрано так, чтобы для одномер
ных колец получалась просто полугруппа дробных идеалов. 

Как обычно, наряду с полугруппой дивизоров D(A) естественно рас
смотреть две ее фактор-полугруппы: полугруппу классов дивизоров 
С (А) и полугруппу родов, или локальных классов, G(A). В § 3 решается 
вопрос о конечности полугруппы родов, а также получаются некоторые 
результаты относительно конечности полугрупп классов дивизоров. За
метим также, что большинство полученных результатов переносится 
на произвольные локально нетеровы редуцированные схемы, подобно 
тому как это было сделано в § 5 работы [3]. 

§ 1. Локальные теоремы 
Мы будем пользоваться терминологией и обозначениями работы [3]. 

В частности, слово «кольцо» будет всегда означать коммутативное нетерово 
кольцо без нильпотентов; Q=Q(A) будет обозначать полное кольцо част-
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ных кольца А (это полупростое артиново кольцо), А0 — целое замыка
ние А в Q, PA (М) — минимальное число образующих А -модуля М. Поле 
к назовем гг-совершенным, если всякое его расширение степени d ^ п 
сепарабельно. В этом параграфе кольцо А будет предполагаться локальным 
одномерным кольцом. Обозначим р его максимальный идеал, к=А1р — 
поле вычетов, т=рА (А0/А). Как показано в [3], m всегда конечно и 
PA(I) ^ т+1 для любого дробного идеала* / кольца А. 

Основным результатом этого параграфа является следующая теорема. 
Т е о р е м а t. Для любого дробного идеала I кольца А идеал 1 т обра

тим. Если, кроме того, поле вычетов к содержит не менее m элементов 
и является 1(т+1)/2]-совершенным, то найдется такой идеал I, что все 
его степени 1 п при n < m необратимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку при А=А0 теорема очевидным 
образом верна, а А0/А является Л-модулем конечной длины [3], мы можем 
применить «нетерову индукцию», т. е. считать, что для всех собственных 
надколец кольца А теорема верна. Тогда можно считать, что / — точный 
идеал, т. е. А=0(1) (кольцо множителей / ) . Обозначим А'=0{р), F=A'/р, 
Г=1А', M=I'Ç§k, V—I(g)k (тензорное произведение всюду берется 
над кольцом А). Если А=^=А0, то А'=^=А ([3.], предложение 4). JP является 
конечномерной ft-алгеброй размерности d=^A(Af) <С m-\-l. M — ко
нечномерный модуль над алгеброй F, а V — порождающее подпрост
ранство в M (т. е. подпространство, содержащее систему образующих мо
дуля М). Воспользуемся следующей леммой, доказанной в [3] (§ 3). 

Л е м м а 1. Сопоставляя идеалу I подпространство V, мы получаем 
взаимно-однозначное соответствие между идеалами I, такими, что IA1 —V, 
и порождающими подпространствами в М. Два таких идеала, I и J, изо
морфны тогда и только тогда, когда соответствующие подпространства, 
V и U, подобны в том смысле, что U=aV для некоторого обратимого 
элемента a Ç^F .Идеал I является точным тогда и только тогда, когда Г— 
точный Аг-идеал, а V — точное подпространство в M в том смысле, 
что из включения aVdV для какого-либо a^F следует, что а £ к. Наконец, 
dim V=PA (/). 

Предположим вначале, что Г — необратимый А '-идеал. По индукцион
ному предположению, (Г)т обратим. Следовательно, (Г)т — неточный 
А '-идеал и, поскольку ГпА' = (1А')т=(1')т, А-идеал 1 т также неточен. 
Иными словами, Im=ImB = (IB)m для некоторого собственного надкольца В 
кольца А. Но тогда Iм обратим, по индукционному предположению. 

Итак, можно считать, что / ' — обратимый точный А '-идеал, т. е., 
ввиду локальности А, Г~А', а значит, можно считать, что I'=Af, a M=F. 
Пусть Ml9. . .Ms — все максимальные идеалы алгебры F (всегда s < 1 d). 
Поскольку V — порождающее подпространство, Vç^Mi ни для какого i. 
Если в поле к содержится не меньше 5 + 1 элементов, то отсюда следует, 
что найдется элемент а £ V, такой, что ос (£ Af, ни для какого i. Тогда а — 
обратимый элемент алгебры F и, заменяя V на а" 1 V, можно считать, что 
V^l. Заметим, что если dim V=l, то I — главный идеал, т. е. обратим. 

* Дробным идеалом кольца А называется произвольный конечнопорожденный 
Л-подмодуль в Q. Допуская вольность, мы будем часто вместо «дробный идеал» го
ворить «идеал». 
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Пусть dim V J> 2. Рассмотрим возрастающую цепочку подпространств 
VaV2ÇZF3C. . . алгебры F. Поскольку dim F ^ ттг+1, найдется такое 
тг <J ттг, что Vn=Vn+L=. . . = 7 2 w , т. е. 7 й — подалгебра в F. Следовательно, 
Р=В — подкольцо в Л' , т. е. обратимый идеал, а потому и 1 к обратим 
при любом к ^ п, в частности при к=т. 

Пусть теперь к — «маленькое» поле, т. е. число элементов в нем q ^ s. 
Найдем такое тг, что qn > s, и рассмотрим неразветвленное расширение В 
степени тг кольца А (см., например, [3], § 4), т. е. фактор-кольцо 
В=А [x]/(fn (#)), где fn(x) — многочлен степени п со старшим коэффициен
том 2, неприводимый по модулю р. Поскольку В — строго плоский А-жо-
дуль, из результатов [4] (гл. I, § 3) следует, что -4-идеал / и 5-идеал 
JÇ$B обратимы одновременно. Кроме того, р§§В=рВ — максимальный 
идеал В и В' =0(pB)=A'(g)B. Но из вышесказанного тогда следует, что 
идеал ImÇ§B = (IÇ§B)m обратим. Следовательно, 1 т также обратим и пер
вое утверждение теоремы доказано. Доказательство второго утверждения 
основывается на следующей лемме. 

Л е м м а 2. Пусть F — коммутативная алгебра размерности т-\-1 
над полем к, всякий идеал которой — главный, причем F^k™*1 (прямая 
сумма т-\-1 экземпляров поля к). Если поле к содержит не менее m элемен
тов и [(т+\)12]-совершенно, то алгебра F моногенна, т. е. F=k[u>] для 
некоторого CD £ F, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если F является полем, то оно либо сепара-
бельно над к, либо является простым чисто несепарабельным расширением. 
В обоих случаях F моногенна. Пусть теперь i?=rad F, S=F/R=F1Q). . . 0 
@Ft, где Fi — поля. Тогда можно считать, что либо R=^=0, либо t ^> 1. 
В обоих случаях S — сепарабельная fe-алгебра и, значит, в F есть под
алгебра S~S, такая, что F=S®R (см. [5], гл. 5, § 20). Если S моногенна, 
S=k[Q], а г — образующий идеала R, то, как легко видеть, F=k[u>], 
где co = G+r . Поэтому достаточно проверить моногенность S. 

Каждое поле Fi является простым расширением к, т. е. i^=/c[9J, 
где 0; — корень неприводимого многочлена р{(х)^к[х]. Если все много
члены pt(x) различны, то S^k[x]/(f(x)), где î(x)=p1(x)p2(x). . .pt(x). 
Но если поле к бесконечно, то, заменяя 9̂  на 9 где с^к, можно до
биться того, чтобы все многочлены р((х) были различны. Пусть теперь 

t 
к — поле из q элементов, причем q ^ ттг. Поскольку dim S=^idegpi (х)^ 
<^ттг+1, среди р{(х) есть не больше [(m+l)/d] многочленов данной сте
пени d. Но из формулы для числа неприводимых многочленов данной сте
пени над конечным полем (см., например, [6], с. 464) легко следует, что 
при d > 1 над полем к есть не меньше, чем [(m+l)/d] различных непри
водимых многочленов степени d. Поскольку все они задают изоморфные 
расширения поля к, мы можем все нелинейные р{(х) считать различными. 
Наконец, число линейных многочленов среди рг(х) не больше m (иначе 
F^km+l), значит, и их можно считать различными, что завершает доказа
тельство леммы 2. 

Вернемся к доказательству второго утверждения теоремы 1. Заменяя А 
локальным над кольцом AQp-\-A с тем же полем вычетов (см. [3], доказа
тельство теоремы 3), мы можем считать, что А0р—р, т. е. А' =О(р)=А0. 
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Положим F=A0/p. Поскольку А0 — прямая сумма полулокальных деде-
киндовых колец, всякий идеал в А0, а потому и в F — главный (см. [4], 
гл. VII, § 2). Если F^km+1, к ней применима лемма 2, т. е. F=k(u). Рас
смотрим тогда идеал / , определенный подпространством VdF с базисом 
[1, со] (см. лемму 1). Поскольку dim F=m+l, элементы (1, CD, CD2,. . ,,CDW} 
линейно независимы, поэтому при п<^т базисом подпространства Vn явля
ется [1, о), Ü>2, . . о)п], причем C D W + 1 Ç F z . Предположим, что aVn С V" для 
некоторого a £ F. Тогда, так как t £ У и, а £ У ,̂ т. е. а = с 0 + -f- . . . -f- сяа)я. 
Следовательно, аш = с0а) -f- qco2 - j - . . . -f- cnwn+1 и если асо £ Уи, то c w = 0. 
Аналогично из а2со £ Vn получаем и т. д. Окончательно а = с 0 £ к, т. е. 
У и — точное подпространство, а Г—точный Л-идеал. Поскольку pA(In)=s 
= dim Vn = n - j - 1, Jw — не главный, a потому и необратимый Л-идеал. 

Остается рассмотреть случай F~km+1. Выберем в к различные эле
менты с19. . .,ст и рассмотрим в F порождающее подпространство V с ба
зисом [а, ß], где а = (с1, с2,. . ., ст, 1), ß = (1,1, . . ., 1, 0). Аналогично тому, 
как было сделано выше, несложно убедиться, что Vn — точное подпро
странство в F при любом тг < ттг, причем dim У я =тг+1 . Следовательно, 
идеал / , определенный подпространством V, таков, что F необратим при 
п < ттг, и теорема 1 полностью доказана. 

З а м е ч а н и е . Ограничение на поле к во второй части теоремы 1 
существенно, как показывает следующий пример. Пусть к — поле из q 
элементов, А — такое локальное кольцо с полем вычетов к, что рА0=р и 
F=A0/p^km+1, где ттг > q. Учитывая, что ся~1 = 1 для любого ненуле
вого с £ к, нетрудно проверить, что если V — порождающее подпрост
ранство в F, то Vя — подалгебра в F. Отсюда очевидно, что Iя обратим 
для любого идеала / . Отметим, что в качестве А здесь можно выбрать 
даже локализацию некоторого кольца алгебраических чисел. Аналогич
ные примеры можно построить и для более сложных фактор-алгебр F. 
Однако из доказательства теоремы 1 видно, что, имея информацию о фак
тор-алгебре F, условия на поле к иногда можно ослабить. 

Говорят, что два идеала, I ш J, принадлежат одному классу, если они 
изоморфны как модули [6, 7]. Как мы уже отмечали, всякий ^40-идеал 
является главным (напомним, что кольцо А предполагается локальным). 
Если поле вычетов к конечно, отсюда очевидной индукцией по надколь
цам (и, например, с использованием леммы 1) выводится, что число клас
сов идеалов кольца А конечно. Однако если к бесконечно, это уже не так 
(см. [3], теорему 4). Установим следующий критерий конечности числа 
классов. 

Т е о р е м а 2. Число классов идеалов кольца А конечно тогда и только 
тогда, когда либо поле вычетов к конечно, либо выполнены следующие усло
вия: 

1).и» = | 1 А ( ^ ) < 2 ; . 

2) т 1 = рА(А + рА01А)^1. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, А+рА0/А — это радикал Л-модуля А0/А 
(т. е. пересечение его максимальных подмодулей). Поэтому условия 1) и 2) 
в точности совпадают с условиями из критерия конечности числа неразло-
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жимых А -решеток (конечнопорожденных Л-модулей без кручения), полу
ченного в [8]. Таким образом, имеет место следствие. 

С л е д с т в и е . Пусть поле вычетов к бесконечно. Тогда если А имеет 
бесконечно много неизоморфных неразложимых рещеток, то число классов 
идеалов кольца А также бесконечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть поле вычетов к бес
конечно. Из [3] (теорема 4) следует, что тогда неравенство m ^ 2 является 
необходимым условием конечности числа классов идеалов. С другой сто
роны, т^^А+рАо)—1 ^ m, а при выполнении условий 1 ) и 2) конеч
ность числа классов следует из [8] (и, кроме того, может быть несложно 
доказана непосредственно). Поэтому остается проверить, что при т=т±=2 
число классов идеалов бесконечно.* Обозначим Л х = Л + р Л 0 ; А2=А-\-рА1. 
Как мы уже отмечали, Аг — локальное кольцо с максимальным идеалом 
рА0 и полем вычетов к. Аналогично, поскольку А2/рА1о^А/(АГ\рА1)=г 

=А/р=к, А2 — также локальное кольцо с максимальным идеалом рАх 

и| полем вычетов к. При этом IIA2(A0) = PA(A0) И ^А2{А^) — Р-А(АХ). Поэтому 
можно считать, что А =А21 т. е. А' =0(р) =AV Тогда A'/p=F — локальная ал
гебра размерности 3 надполем&с радикалом.#=/?Л0/£. Но p=pA1Z)p2A0= 
= (рА0)2, поэтому JR 2=0 и для алгебры F\ есть одна возможность: F есть 
алгебра с базисом [ 1 , гх, г 2] и таблицей умножения 7 у ^ = 0 при любых i, /. 
В этом случае подпространства Vc с базисом [ 1 , г^сг^ (с£&) являются 
подалгебрами в F, различными при разных с. Поэтому соответствующие 
им по лемме 1 идеалы 1 С являются различными надкольцами А и, следова
тельно, неизоморфны, что и доказывает теорему 2 . 

З а м е ч а н и е . По аналогии с теоремой 4 работы [3] теорему 2 можно 
уточнить для случая конечного поля вычетов. Именно, если обозначить 
А{п) неразветвлённое расширение степени п кольца Л, то при нарушении 
условий 1 ) и 2) число классов идеалов колец А{п) стремится к бесконеч
ности при п - > о о . В то же время из результатов [8] и совпадения целого 
замыкания А(и) с AQÇ§Ain) следует, что при выполнении условий 1 ) , 2) число 
классов идеалов колец А{п) остается ограниченным при п - > о о . 

Аналогичное соображение справедливо и для теоремы 1: если к — ко
нечное поле из q < m элементов, то даже если для всех .4-идеалов / 
идеалы I М ' 1 обратимы, у колец А{п) при достаточно больших п найдутся 
такие идеалы / , что Jm~x необратимы. В то же время примеры показы
вают, что от условия [(ттг+1)/2]-совершенности таким образом избавиться 
невозможно. 

Очевидно, результаты теорем 1 и 2 можно «глобализировать» на произ
вольные нетеровы одномерные кольца без ниль-потентов, подобно тому 
как это сделано в [ 3 ] . Однако мы предпочтем провести глобализацию в бо
лее общей ситуации. При этом идеалы нужно заменить дивизорами. 

§ 2 . Дивизоры 
Для дальнейшего нам будет удобно ослабить ограничения на кольцо А 

и вместо нетеровости наложить следующие два условия: 
I) для всякого простого идеала р высоты 1 кольцо Ар нетерово; 
* Из [3] (теорема 3) следует, что в этом случае у всякого надкольца А (в том 

числе и у самого 4̂) не более двух точных идеалов! 
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II) всякий элемент а£А, не являющийся делителем нуля, содержится 
только в конечном числе простых идеалов высоты. 

Напомним, что простые идеалы высоты 1 — это идеалы, минимальные 
во множестве (Spec А)\М, где M — множество минимальных простых 
идеалов кольца А. Множество всех простых идеалов высоты 1 
кольца А обозначим Р=Р(А). Кроме того, мы по-прежнему будем пред
полагать, что А'— редуцированное кольцо, т. е. не содержит нильпотен-
тов. Очевидно, нетеровы кольца всегда удовлетворяют условиям I) и 
II) [4 ] . Кольца, удовлетворяющие этим условиям, мы будем называть 
псевдонетеровыми; в дальнейшем все кольца будут считаться псевдонете-
ровыми и редуцированными. 

Пусть Q — полное кольцо частных А. Дробным идеалом кольца А будем 
называть такой Л-подмодуль I (ZQ, что а А С 7 (ZbA для некоторых обра
тимых элементов a, b£Q. Ha множестве 1(A) дробных идеалов кольца А 
введем отношение предпорядка —̂ , считая 7 - ^ 7 , если Ip~D Jp для 
всех р£Р. Фактор-множество D(A) множества 1(A) по ассоциированному 
с отношению эквивалентности «7 £—7 и 7 £—7» (или, что то же, Ip = Jp 

для всех р^Р) назовем множеством дивизоров кольца Л, а его элементы — 
дивизорами. Элемент div7, соответствующий идеалу 7 £7 (4), будем назы
вать дивизором идеала 7. Если 7 = а А — главный идеал (а — обратимый 
элемент Q), то его дивизор мы будем обозначать div (а) и называть диви
зором элемента а. Дивизоры вида div (а) назовем главными дивизорами. 
Порядок, индуцированный на D (А) отношением , будем обозначать 
Два идеала, 7 и 7, такие, что div 7 = div 7Т назовем псевдоравными.* 
Поскольку предпорядок , очевидно, согласован с обычными операциями 
над идеалами, все эти операции переносятся на множество дивизоров D (А), 
В частности, имеет место следующее предложение. 

П р е д л о ж е н и е 1. D (А) является структурно упорядоченной комму
тативной полугруппой относительно порядка ^и операции умножения: ** 

(div 7) (div /) = div (77). 

При этом роль верхней грани играет пересечение дивизоров (div 7)П(div 7) = 
= div(7р| / ) , а роль нижней грани — сумма дивизоров (div7)-f-(div 7) = 
= div (7-{-7). Дивизор div A является единицей полугруппы D (А). 

Если S — конечное подмножество в Р, то для любого Л-модуля M можно 
построить модуль частных Ms — S~lM, где S = U р. Если S ZD Т9 то опре

ло es 
делен канонический гомоморфизм / | : Ms ^ Мт (см. [4], гл. II, § 2). Обозна
чим M = lim Ms (предел берется по всем конечным частям S С Р относи
тельно' гомоморфизмов Если А — целостное кольцо и 7—идеал в А, то, 
как легко заметить, 7 д = П 7 , а / = f| 7 . В общем случае определен 

pes v pep 

* Если А — кольцо Крулля, то эти определения равносильны определениям 
[4]. Однако в общем случае это не так. Например, если А —нетерово одномерное 
кольцо, то при наших определениях D (А)=1 (А), в то время как при определениях 
[4] это не так, если только А не горенштейново в смысле [9]. 

** В отличие от [4] нам удобнее записывать эту операцию мультипликативно, 
а не аддитивно. 
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мономорфизм I -> Q, при помощи которого J МОЖНО отождествить с Л-под-
модулем в Q, содержащим / . Очевидно, ïp=zlp, т. е. I—$J означает, что 
IZ)J. В частности, Äp = Ap, значит, Ä — также псевдонетерово кольцо. 
Заметим, что если А0 — целое замыкание А в Q, то А°р — целое замыка
ние Ар в Qp (см. [4], гл. V, § 1) и, следовательно, А°р — прямая сумма ко
нечного числа дедекиндовых колец. Поэтому А0 — также псевдонетерово 
кольцо, причем Л° = Л°, а значит, Л с Л ° , т. е. Ä цело над Л и для вся
кого р£Р(А) найдется p£P(Ä), такой, что рГ)Л —р (см. [4], гл. V, §2) 
и Äp = Äp. Очевидно, для любого 1£1 (Л) модуль / является дробным 
идеалом кольца Ä. В частности, определено отображение 8 : D (Л) -> D (Л), 
которое является, как легко видеть, гомоморфизмом (и даже мономорфиз
мом) структурно упорядоченных полугрупп. 

Следующий стандартный результат является основным инструментом 
для переноса локальных результатов на полугруппу дивизоров. 

П р е д л о ж е н и е 2. Предположим, что для каждого р^Р задан дроб
ный идеал I (р) кольца Ар9 причем для всех р, кроме конечного числа, 
I(p) = Jp1 где J—некоторый дробный идеал кольца А. Тогда суще
ствует дробный идеал 1 = 1 (Л), такой, что 1 р = 1(р) для всех р(:Р-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть pv . . ., рп — все те простые pQP, для ко
торых I(p)^=Jp. Заметим прежде всего, что, заменяя / на а" 1/, где а — 
неделитель нуля из А, можно добиться того, чтобы I(р) С Jр для всех р£Р-
Мы будем предполагать, что это условие выполнено, и будем вести дока
зательство индукцией по п. Если /г = 1, рассмотрим канонический гомо
морфизм ср : / JPi и положим / = с р " 1 ^ / (рг)). Тогда / / / ~ / (pj - j - Jm ср// (рг), 
откуда сразу следует, что Ip = Jp при р^рх и 1 Р х = 1(рг), что и требо
валось получить. Для любого п, применив эту конструкцию, мы получим 
идеал J', такой, что Jp = Jp D I(р) при p =^=рг и J'Pl — I (рх), т. е. Jp=^=I(p) 
только для р = р2, . . рп и можно применить индукционное предположение. 

Из условия И) вытекает, что для любого / £ / ( Л ) локализации / и Ар. 
различаются лишь для конечного числа р£Р. 

С л е д с т в и е 1. D (Л) с- © D (Л ). 

Здесь под прямой суммой полугрупп с единицами понимается подмно
жество их прямого произведения, состоящее из таких наборов, у которых 
все координаты, кроме конечного числа, равны единицам. Отметим еще, что 
D(Ap)=I(Ap) для р£Р. 

С л е д с т в и е 2. Гомоморфизм b:D(A)->D(Ä) является изоморфиз
мом. Таким образом, при изучении дивизоров можно ограничиться дивизо-
риалъными кольцами, т. е. такими, что Л = Г\А . * 

pep I 
Для любого идеала 1" дивизориального кольца / также будет идеалом, 

причем div / = d iv / . Идеалы вида / назовем дивизориальными. В част
ности, главные идеалы дивизориального кольца являются дивизориальными 
и вообще если / — дивизориальный идеал, то и al — дивизориальный идеал 
для любого обратимого элемента а £ Q. 

* Автору неизвестно, будет ли кольцо Ä нетеровым для нетерова кольца А. Ко
нечно, это будет так в важном частном случае, когда А0 — конечно порожденный 
А -модуль. 
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Главные дивизоры образуют подгруппу в D (А), поэтому можно ввести 
отношение эквивалентности дивизоров, считая d iv / ~ d iv / , если div / = 
= (div I) (div (a)) = div (al) для некоторого обратимого элемента a£Q. 
Очевидно, это равенство эквивалентно тому, что J=aî. Фактор-полугруппу 
С (А) полугруппы D (А) по этому отношению эквивалентности назовем 
полугруппой классов дивизоров кольца А. 

Надкольцом кольца А назовем всякий дробный идеал В, который яв
ляется подкольцом в Q. Очевидно, тогда (div B)2=div В, т. е. div В — 
идемпотент полугруппы D (А). Наоборот, пусть (div 7) 2 =div / . Тогда 
Гр=1р для всех р£Р, откуда, как обычно, следует, что 1 р — надкольцо Ар 

(см., например, [7 ]). Рассмотрим в Q подмножество В=1: 7 = (а £ <?|а/£ / } . 
Если aA(Zl(ZbA, то AçzBçzaT^A, т. е. В — дробный идеал. В то же 
время В, конечно, является подкольцом в С и Bp=Ip : 1р=1р (равенство 
(/ : J)p=Ip : / для любых / , / следует, например, из канонического 
отождествления / : / с модулем Ногщ (/, /) и результатов [4], гл. II, 
§ 2). Отсюда вытекает следующее предложение. 

П р е д л о ж е н и е 3. Всякий идемпотент полугруппы D (А) имеет 
вид div В для некоторого надкольца В кольца А. Кроме того, если для лю
бого р£Р задано надкольцо В (р) кольца Ар, причемВ(р)=Ар для всех р, 
кроме конечного числа, то существует такое надкольцо В кольца А, что 
Вр=В (р) для всех р£Р. 

Дивизор div (I : / ) назовем частным дивизоров div / и div / и обозна
чим (div /) : (div / ) . Дивизор О (div /) = div / : div / назовем дивизором 
множителей дивизора / . Поскольку О (div /) = div ( / : / ) , дивизор множи
телей является идемпотентом в D (А). Если О (div / )=div А, назовем 
дивизор div / точным. 

Будем говорить, что дивизор div / делит дивизор div / , если d i v . / = 
= (div / ) (div / ' ) для некоторого J1. Ввиду предложения 2 это равно
сильно тому, что идеал J' делит Jp для всех р£Р. Тогда в качестве / ' , 
очевидно, можно взять / : / . Дивизор div / назовем обратимым, если он 
делит свой дивизор множителей. Это вновь равносильно тому, что идеал 1 р 

обратим для всех р £ Р в смысле [3] (§ 2), т. е. ввиду локальности Ар тому, 
что 1р — главный идеал своего кольца множителей. Поэтому имеет место 
следующее предложение. 

П р е д л о ж е н и е 4. Для любых дробных идеалов I и J следующие 
условия равносильны: 

1) div /= (d iv /)(div / ' ) для некоторого обратимого дивизора div / ' ; 
2) Ip~Jp для всех р£Р. 
Если I n j удовлетворяют равносильным условиям предложения 4, 

то будем говорить, что дивизоры div / и div / принадлежат одному роду 
и писать (div/) V (d iv / ) (см. [7] для одномерного случая). Очевидно, 
принадлежность одному роду — это отношение эквивалентности, согласо
ванное с умножением дивизоров. Поэтому можно рассмотреть фактор-
полугруппу G (А) полугруппы/) (А) по этому отношению эквивалентности. 
Назовем G (А) полугруппой родов дивизоров кольца А. Из предложения 2 
тогда вытекает следствие 3. 

С л е д с т в и е 3. С ( Л ) ~ ф С (АЛ. 
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Заметим, что ограничение естественного эпиморфизма D (A) ->G(A) 
на полугруппу идемпотентов E (A) = {div В\В — надкольцо А) является 
мономорфизмом, так что Е (А) можно рассматривать и как подполугруппу 
в G (А), а также в С (Л). При этом, конечно, Е(А)~@Е(А). Кроме того, 

РЪР 
Е (А) является структурой, в которой роль верхней грани играет пересече
ние, а роль нижней грани — произведение. 

Отметим, наконец, следующие результаты, которые дают возможность 
вычислять полугруппу классов. 

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть g£G(A), divI — какой-либо представи
тель рода g, Сд — прообраз g при естественном эпиморфизме С(А)-> 
->G(A), В — такое надкольцо А, что div В = 0 (div /) (например, В = 
= 1:1). Обозначим G7 группу иделей кольца В, т. е. подмножество 

прямого произведения Ц Q* (Q* — группа обратимых элементов Q ) , 
РвР 

состоящее из таких наборов (ар), что ар £ В* для всех р£В, кроме конеч
ного числа; о7в—группу B-единичных иделей, т. е. подгруппу Д В* ÇLQ7; 

vep 
А — образ естественного диагонального гомоморфизма Q* -> о/. Тогда суще, 
ствует взаимно-однозначное соответствие между Сд и фактор-группой 

Доказательство немедленно следует из предложения 2 аналогично [7] 
или [4] (гл. VII, §4): иделю (ар) нужно сопоставить класс дивизора d iv / , 
где Jp = apIp для всех р£Р. 

С л е д с т в и е 4. В обозначениях предложения 5 существует взаимно
однозначное соответствие между Сд и Со^д), где 0(g)—род, содержащий 
div В (главный род кольца В). 

Заметим, что если g — главный род кольца В, то О (div/) = div S для 
любого diving и, кроме того, всякий дивизор из g обратим. Поэтому 
Сд — подгруппа в С (А). 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть В и В'—два надкольца А, такие, что 
div В' ^ div В (т. е. ВраВр для всех р£Р)] g и g' — соответственно 
главные рода колец В и В'; у:Сд->Сд,— гомоморфизм, переводящий 
класс дивизора div I в класс дивизора div Г, где Г = 1В' (т. е. гомомор
физм умножения на div В!). Обозначим S = {р ̂ Р/Вр=^= В'р) (это конечное 
подмножество в Р). Тогда Кегср~ JJ B'*/ksTL е^е Д#—образ есте-

p&s р pes р 

ственного диагонального гомоморфизма B'*->JJ[ В'*. 
pes р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предложения 5 ср можно отождествить 
с естественным эпиморфизмом JjkJB Q7/AG7V. Поэтому Кегср ~ kJBrjkJB~ 
— JB>\QJB' П Ао7#. Но J в' П ̂ B — ^JB, где А ;—образ диагонального ото
бражения B'*^JBf. Учитывая, наконец, что В*р = В'р при p (£ S, мы полу
чаем требуемый результат. 

З а м е ч а й и е. Поскольку Вр — конечнопорожденный JS -̂модуль, Вр содер
жит некоторый идеал Fр кольца В'р и, следовательно, В*р содержит «кон-
груэнц-подгруппу» 1-\-Рр. Поэтому в предложении 6 Р'р можно заменить 
на (B'pjFp)* с соответствующей заменой остальных членов, после чего вычи
сление Кегср сводится к вычислениям в некотором артиновом кольце. 
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§ 3. Глобализация локальных теорем 

Мы сохраняем все определения и обозначения предыдущего параграфа. 
В частности, А будет обозначать псевдонетерово редуцированное кольцо, 
А0 — его целое замыкание в Q = Q(A). Идеал р£Р назовем критическим, 
если Ар=^А°р. Положим тр = p (А°р/Ар); т = т (A) — sup {тр \ p £ Р} в 

Если т = тр, назовем идеал р£Р строго критическим. Обозначим также 
кр = Ар/рАр. 

Теорема 3. Если т<^со, то дивизор (div 1)т обратим для любого 
дивизора div / £ D (А). Если, кроме того, для некоторого строго критиче
ского идеала р поле кр содержит не менее m элементов и [(m -f-1)/2]-
совершенно, то найдется такой дивизор div/, что (div/)w необратим 
ни при каком п<^т. Наконец, если m=œ, а все поля кр для критиче
ских р бесконечны и совершенны, то для любого натурального п найдется 
такой дивизор divln, что (d\vln)n необратим. 

В частности, при т=А, получаем такое следствие. 
С л е д с т в и е . Всякий дивизор кольца А обратим тогда и только 

тогда, когда т(А)^1. 
Доказательство немедленно следует из теоремы 1 и предложения 2. 

Отметим, что если р — немаксимальный идеал, то поле кр заведомо беско
нечно. Поэтому, например, второе и третье утверждения теоремы 3 заве
домо выполняются для кольца регулярных функций на аффинном алгебраи
ческом многообразии X над полем характеристики 0, если все неприводимые 
компоненты X имеют размерность не меньше 2. 

Числу m (А) можно также придать «глобальный» Смысл, подобно тому 
как в одномерном случае это сделано в [3]. Именно, назовем элементы 
ах, . . ., ап поля Q системой образующих дивизора div/, если div / = 

п 

= div(ax, . ••> ая) = 2 div (а,.). Обозначим pA(div I) наименьшее число эле-
• = 1 

ментов во всевозможных системах образующих дивизора div/.* 
П р е д л о ж е н и е 7. У всякого дивизора div/ есть конечная система 

образующих, причем если I — точный обратимый дивизор, то рА (div /) ^ 2, 
а в противном случае рА (div /) = sup {pÄ (Ip)\p£P}. Учитывая, что 
^Apilp) ^ т р ~ \ ~ 1 [3]> получаем отсюда следствие. 

С л е д с т в и е . Если А=^=А°, то для любого дивизора div I pA(div I) ^ 
< s u p { w p + l | p G ^ и Ip^Ap}^m(A) + l. 

Доказательство основывается на следующей лемме. 
Лемма 3. Пусть S={pv . . ., pt) — конечное множество простых 

идеалов кольца А, причем р{фр^ при i M — произвольный А-модуль 
и xi — некоторый элемент из MPi для каждого ï=l9 . . t . Тогда суще
ствует элемент х£М, такой, что xAPi -\-p.MPi •=.xiAPi -f-p {M P i для всех 
i = \, ..., t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Cl,-= XI Ру Тогда фРр значит, 
t 

идеал а = 2 &i н е содержится ни в каком из р{, а следовательно, а ф 
* Обратим внимание, что, даже если идеал / дивизориален и конечнопорожден, 

а кольцо А нетерово, возможно рА (div /) Ф рА (I). 
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t Ф и Pi (см. [4], гл. IT, §1) . Поэтому найдутся элементы а{ Ça t , такие, 
1 = 1 * 

t t 
что 2 a i \ U Pi-

1=1 1 = 1 
if 

Пусть x4 = yjzi9 где ^ Ç M, zt^A\p4. Положим я = 2 а^.. Поскольку 
* = 1 

«у G А П Р И / т ^ > ^APi + piApi = aiyiAPi+piAPi = XiAPi^rp.APii так как 
а.^/?.и, значит, aJz.ÇA^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 7. Положим S — {pv . - ., ps) — 
множество всех тех р£Р, для которых 1р^Ар. Для каждого р. выберем 
элемент x. £ 1Р{\р^Рр и пусть х £ / — такой элемент, что яЛ^. - j - = 
= xJpi~\~PJPÎ Д л я в с е х t = l » (если 5 = 0 , в качестве х возьмем 
любой элемент из / , обратимый в Q). Добавляя к х элементы из ргр2.. .ptI, 
можно сделать х обратимым в Ç. Рассмотрим модуль M = 1\хА. Обозначим 
T—{Pv • • м Pt) {t^s) множество всех тех pÇ+Pr для которых Мр^=0 (оно 
конечно, так как I и хА — дробные идеалы). Поскольку x pJPi (i = 1, . . - , s), 
из леммы Накаяма следует, что рА (М р ) = [хл (1р.)—1 при j = l , . \ . , s . 
G другой стороны, при î=zs-\- 1, . . ., t модуль lPi, а значит, и MPi цикли-
чен. Пусть п = sup [\^Ар. (Ip) | i = 1» . • .» s) (или /г = 2, если 5 = 0 ) . Тогда 
для любого £ = 1, . . ., £ в модуле можно выбрать систему из п—1 
образующих {bi2, . . . , Пользуясь леммой 3, построим в M элементы 
Ь2, . . ., &w, такие, что b АРт-\-р^Рт=ЬиА -\-ptM По лемме Накаяма, 

п 

тогда 2 fr*-<4« =Мп для всех t = l , Следовательно, полагая а, = х, 
CLj — прообраз bj в / (У —2, . . ., t), мы видим, что если / — идеал, по
рожденный av . . ., ап, то Jp = Ip для вбех /?, т. е. d iv/ = d i v / = 
= div(a x, . . ., a j , что и требовалось доказать. 

Замечание . Если число критических простых идеалов конечно, 
т. е. А0 является дробным Л-идеалом, то, очевидно, ттг (Л) = jxA (div А0)—1. 
Для одномерных нетеровых колец предложение 7 было доказано в [9]. 

Аналогично из теоремы 2 и следствия 3 выводится следующая теорема. 
Т е о р е м а 4. Полугруппа родов G (А) конечна тогда u только тогда, 

когда у А есть лишь конечное число критических простых идеалов р^Р 
и для тех критических р, для которых поля кр бесконечны,* выполнены 
условия: 

1) ™ „ < 2 ; 
2 ) % ( ^ + ^ o / , 4 p ) < l . 
В частности, если все поля кр для строго критических р бесконечны, 

эти условия можно переписать так: ттг (А) ^ 2 и pi (div А1) ^ 2, где 
div А1 — верхняя грань (т. е. пересечение) минимальных дивизоров, со
держащих div А0 и содержащихся в div А. 

Наконец, выясним условия, при которых будет конечной полугруппа 
классов дивизоров С (А). Тривиально необходимыми условиями для этого 
являются конечность G (А) и С (А0). Если все поля к для критических 

* В частности, для немаксимальных критических р . 
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р с P конечны, из предложения 6 следует, что данные условия и доста
точны. В общем случае это уже не так. Например, имеет место следующее 
предложение. 

П р е д л о ж е н и е 8. Предположим, что у кольца А есть крити
ческий простой идеал р£Р с бесконечным полем kp, а фактор-группа 
A°*/Ä* конечно порождена.** Тогда С (А) бесконечна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку идеал р — критический, /5 = О(р) =^= 
=7̂= А [3]. Применяя предложение 6 к паре колец А и В, мы видим, что 
достаточно установить бесконечность фактор-группы В* | ср (В*) А*р, где ср : В -> 
-> Вр — канонический гомоморфизм. Учитывая, что рВр = рАр, эту фактор
группу можно заменить на F*/TZ (В*) к*, где к = кр, F=Bp/pBp, TZ:B->F — 
композиция ср с проекцией Вр -> F. Но F*jk* — линейная алгебраическая 
группа над полем к, а п (В*) к*/к* ~ тс (В*)/п (В*) f| к* = тс (В*)/п (Ä*) — конечно 
порожденная подгруппа в F*/k*. Проводя в F*jk* композиционный ряд и учи
тывая, что ни в мультипликативной, ни в аддитивной группе бесконечного 
поля к нет конечно порожденных подгрупп конечного индекса, мы видим, 
что фактор-группа F*ln(B*)k* бесконечна, что и требовалось доказать. 

По-видимому, вопрос о конечности С (А), даже в предположении конеч
ности С (А0) (что само по себе весьма нетривиально), является довольно 
сложным и тонким, несмотря на то, что предложение 6. дает достаточно 
удобный подход к решению этой задачи. 
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