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Вступ

Цей огляд присвячений деяким останнiм ре-
зультатам у теорiї векторних розшарувань, або,
що те саме, локально вiльних пучкiв над осо-
бливими проективними кривими. Хоч iснує чи-
мало статей i книг, присвячених цiй тематицi,
таких, як [28, 31], та багато iнших, але бiль-
шiсть з них обмежуються питаннями, пов’язани-
ми з многовидами модулiв, а отже, в переважнiй
бiльшостi, предметом дослiджень є стабiльнi та
напiвстабiльнi розшарування. Мета моїх нотаток
— дати уявлення про те, як можна працювати
без цих обмежень. Звичайно, заповiтною мрiєю
є опис всiх векторних розшарувань. Як завжди,
вона залишається лише мрiєю: це можна зробити
тiльки у декiлькох спецiальних випадках. Проте,
навiть цi випадки є iстотними; крiм того, розро-
блену технiку можна застосовувати i до дослi-
дження iнших задач, включаючи вивчення ста-
бiльних розшарувань. Я спробую переконати в
цьому читача.
Мої нотатки органiзовано в такий спосiб. Спо-

чатку я нагадую деякi основнi означення, зокре-
ма, зв’язок векторних розшарувань з локально
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вiльними пучками (роздiл 1); я також виводжу
з цих означень вiдомий опис [25] векторних роз-
шарувань над проективною прямою. Для повно-
ти, я включив роздiл 2, в якому вiдтворено опис
векторних розшарувань над елiптичними криви-
ми, який належить Атьї [10]. Певним вибачен-
ням є те, що цi результати подано в дещо пiд-
силенiй формi й на мовi теорiї категорiй (див.,
наприклад, наслiдки 2.11 та 2.12).
У роздiлах 3 та 4 викладено основнi технiчнi

засоби, якi застосовуються при вивченнi вектор-
них розшарувань саме над особливими кривими:
сендвiч-процедура та бiмодульнi категорiї. Во-
ни вперше виникли в теорiї Коен–Маколеївських
модулiв (див., наприклад, огляд [19]), але швид-
ко довели свою ефективнiсть i в багатьох iнших
питаннях, особливо, коли ми бажаємо «спусти-
тися» вiд чогось неособливого до пiдпорядкова-
ного особливого кiльця, многовиду, тощо. В роз-
дiлi 5 розглянуто спецiальний клас бiмодульних
задач — «в’язки ланцюгiв». Цей роздiл є най-
бiльш технiчним, i мабуть, багато читачiв не ста-
нуть копирсатися в деталях доведень. Втiм, я ре-
комендую їм принаймнi розiбратися в результа-
тах, оскiльки в’язки ланцюгiв виникають у най-
рiзноманiтнiших роздiлах сучасної математики,
iнколи зовсiм несподiвано.
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У роздiлах 6 та 7 ми використовуємо розвине-
ну технiку до двох типiв особливих проективних
кривих, для яких вона дає повну класифiкацiю
векторних розшарувань, а саме, до проективних
конфiгурацiй типiв A та Ã. Серед останнiх зна-
ходиться, наприклад, завузлена кубiчна крива.
Явнi результати цих роздiлiв ґрунтуються на ре-
зультатах про в’язки ланцюгiв. I хоч у випадку
конфiгурацiй типу A їх можна одержати бiльш
елементарними методами, проте це вже стає не-
можливим у випадку Ã, який є найбiльш важли-
вим у застосуваннях.
Описи векторних розшарувань над проектив-

ною прямою та над проективними конфiгурацiя-
ми типу A мають, як кажуть у теорiї зображень,
скiнченний тип: якщо фiксувати певнi дискрет-
нi параметри (ранги та степенi), то iснує лише
скiнченна кiлькiсть нерозкладних векторних роз-
шарувань (насправдi, всi вони є лiнiйними роз-
шаруваннями). У випадках елiптичних кривих
та проективних конфiгурацiй типу Ã положення
набагато складнiше. Нерозкладнi розшарування
можуть мати довiльнi ранги; бiльше того, вини-
кають сiм’ї нерозкладних векторних розшару-
вань, якi мають фiксованi дискретнi параметри.
Втiм, цi випадки є ручними (знов-таки, на мовi
теорiї зображень). Це означає, що можливi лише
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однопараметричнi сiм’ї. Ми не будемо уточню-
вати термiн «ручний»; читач, який хоче ознайо-
митись з формальними означеннями, знайде їх,
наприклад, у статтях [22, 20].
Виявляється, що всi iншi проективнi кривi (осо-

бливi й неособливi) є дикими вiдносно вектор-
них розшарувань. Це означає, що опис вектор-
них розшарувань над ними мiстить у собi опис
зображень довiльної скiнченно породженої алге-
бри. У роздiлi 8 ми даємо формальне означення
дикостi та наводимо начерк доведення. Загалом,
встановлюємо те, що зветься типом проектив-
ної кривої вiдносно класифiкацiї векторних роз-
шарувань, або ВР-типом (формальнi означення
цих термiнiв читач знайде, наприклад, в [22]):

∙ проективна пряма та проективнi конфiгу-
рацiї типу A є ВР-скiнченними;
∙ елiптичнi кривi та проективнi конфiгурацiї
типу Ã є ВР-ручними;
∙ всi iншi проективнi кривi є ВР-дикими

Нарештi, у роздiлi 9 ми показуємо, що розвине-
на технiка є корисною навiть у дикому випадку.
Саме, ми застосовуємо її, щоб явно описати ста-
бiльнi векторнi розшарування над кубiчною кри-
вою з вiстрям, яка є, мабуть, найпростiшою з ВР-
диких кривих. Такий явний опис є важливим,
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наприклад, завдяки зв’язкам векторних розша-
рувань з рiвняннями Янга–Бакстера. Зацiкавле-
ний читач знайде таке застосування в роботi [18].
Ми дотримуємося досить елементарного спосо-

бу викладення. Зокрема, ми не застосовуємо ме-
тоди, пов’язанi з похiдними категорiями, хоч во-
ни iнколи можуть прояснити ситуацiю (див., на-
приклад, [17]). Втiм, зауважимо, що аналогiчна
сендвiч-процедура та бiмодульнi задачi (особли-
во в’язки ланцюгiв!) виявилися дуже корисними
i при дослiдженнi похiдних категорiй (див., на-
приклад, [15, 16]). Ми також не розглядаємо за-
стосування векторних розшарувань до рiвнянь
Янга–Бакстера чи до Коен–Маколеївських мо-
дулiв над поверхневими особливостями. Останнi
можна знайти в роботах [26, 23, 20]. Звичайно,
ми передбачаємо, що читач володiє елементами
алгебричної геометрiї. Стандартнi посилання на
вiдповiдний матерiал — книги [9] та [4].
Цi записи виникли в перебiгу моїх лекцiй на

алгебричнiй школi, органiзованiй Нацiональним
iнститутом чистої i прикладної математики Бра-
зилiї (IMPA) в Рiо де Жанейро в 2008 роцi. Я
щиро вдячний органiзацiйному комiтету школи
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за чудову можливiсть представити на нiй цi ре-
зультати. Я також вдячний Iнституту математи-
ки i статистики Унiверситету Сан Пауло за ла-
скаве запрошення та наданi менi чудовi можли-
востi для роботи, якi й забезпечили належну (як
я сподiваюся) пiдготовку до друку першої версiї
цих лекцiй, опублiкованої в [21].



Роздiл 1

Загальнi положення

Спочатку я нагадаю основнi означення, якi сто-
суються векторних розшарувань (див. [9, 28]).
Нехай X — алгебричний многовид над полем
k, яке ми завжди вважатимемо алгебрично за-
мкненим. Векторне розшарування над X — це
морфiзм алгебричних многовидiв � : B → X ,
який «локально виглядає, як добуток з вектор-
ним простором». Це означає, що iснує вiдкри-
те покриття X =

∪m
i=1Ui та iзоморфiзми �i :

�−1(Ui)
∼→ Ui × Ar для деякого r такi, що для

кожної пари i, j iснує морфiзм �ij : Ui ∩ Uj →
GL(r,k) такий, що �i�−1

j (x, v) = (x, �ij(x)v) для
довiльних x ∈ Ui ∩ Uj, v ∈ An. Набiр (Ui, �i, �ij)

називають тривiалiзацiєю векторного розшару-
вання B (або, бiльш точно, � : B → X). Число r
звуть рангом векторного розшарування i позна-
чають rk(B). Якщо r = 1, то кажуть, що B є
лiнiйним розшаруванням. Зауважимо, що, якщо
{Vk } — подрiбнення покриття {Ui }, тобто ко-
жна множина Vk мiститься в якiйсь iз множин
Ui, а кожна множина Ui є об’єднанням деяких
iз множин Vk, то можна одержати подрiбнення
тривiалiзацiї (Ui, �i, �ij) у такий спосiб:

13



14 1. ЗАГАЛЬНI ПОЛОЖЕННЯ

∙ Для кожного k фiксуємо якесь i, для якого
Vk ⊆ Ui, i приймаємо за  k обмеження �i
на Vk.
∙ Для кожної пари k, l, для якої вже обра-
но Ui ⊇ Vk та Uj ⊇ Vl, приймаємо за  kl
обмеження �ij на Vk ∩ Vl.

Нехай � : B → X та �′ : B′ → X — два ве-
кторних розшарування рангiв r та r′ вiдповiдно з
тривiалiзацiями (Ui, �i, �ij) та (U ′i , �

′
i, �
′
ij) вiдпо-

вiдно. Морфiзм векторних розшарувань f : B →
B′ — це такий морфiзм алгебричних многовидiв,
що для кожної пари (i, j) iснує такий морфзiм
fij : Ui ∩ U ′j → Mat(r′ × r,k), що �′if�

−1
j (x, v) =

= (x, fij(x)v) для всiх x ∈ Ui ∩ U ′j, v ∈ Ar. З
конструкцiї подрiбнення, розглянутої вище, ви-
пливає, що ми завжди можемо припускати, що
тривiалiзацiї цих розшарувань заданi на одному
й тому ж покриттi простору X , а саме, на по-
криттi

{
Ui ∩ U ′j′

}
.

Насправдi, векторне розшарування рангу r бу-
де визначене, якщо ми виберемо якесь вiдкрите
покриття X =

∪
iUi i морфiзми �ij : Ui ∩ Uj →

GL(r,k) такi, що �ii = id, а �ij�jk = �ik на
Ui ∩Uj ∩Uk для кожної трiйки i, j, k. Iзоморфне
векторне розшарування (з тривiалiзацiєю на то-
му самому покриттi) тодi визначається набором
морфiзмiв �′ij таких, що �′ij(x) = fi(x)�ij(x)f−1

j (x)

для деяких морфiзмiв fi : Ui → GL(r,k) i кожної
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точки x ∈ Ui ∩ Uj. Отже, класи iзоморфiзму
векторних розшарувань рангу r знаходяться у
взаємно однозначнiй вiдповiдностi з множиною
когомологiй H1(X,GL(r,OX)) (див. [24] або [3]
щодо означення некомутативних когомологiй та
їх застосування). Зокрема, класи iзоморфiзму лi-
нiйних розшарувань знаходяться у взаємно одно-
значнiй вiдповiдностi з елементами групи кого-
мологiй H1(X,O×X).
Категорiю векторних розшарувань VB(X) зру-

чно ототожнити з певною пiдкатегорiєю катего-
рiї CohX когерентних пучкiв OX-модулiв. А са-
ме, добре вiдомо, що для кожного векторного
розшарування � : B → X можна побудувати
когерентний пучок ℬ, якщо визначити ℬ(U) як
множину його перерiзiв над U , тобто таких вiд-
ображень � : U → B, що �� = id. Цей пу-
чок завжди є локально вiльним, тобто всi йо-
го стебла ℬx є вiльними OX,x-модулями рангу
r = rkB. Навпаки, нехай ℬ — локально вiльний
пучок постiйного рангу r. Iснує вiдкрите афiн-
не покриття X =

∪m
i=1Ui таке, що ℬ∣Ui ≃ rOUi

для всiх iндесiв i = 1, 2, . . . ,m. Фiксуємо пев-
нi iзоморфiзми �i : rOUi

∼→ ℬ∣Ui i покладемо
�ij = �−1

i �j∣(Ui∩Uj). Позначимо Ai = Γ(Ui,OX);
це — координатне кiльце афiнного многовиду Ui.
Так само, Aij = Γ(Ui ∩ Uj,OX) — координатне
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кiльце афiнного многовиду Ui ∩ Uj. Тому мор-
фiзм �ij задається матрицею з GL(r, Aij), отже,
його можна ототожнити з морфiзмом Ui ∩ Uj →
GL(r,k). Очевидно, �ii = id, а �ij�jk = �ik на
Ui ∩Uj ∩Uk, тобто цi морфiзми визначають век-
торне розшарування над X . Так само очевидно,
що цi двi операцiї є взаємно оберненими. Отже,
вони визначають еквiвалентнiсть мiж VB(X) та
категорiєю локально вiльних пучкiв. Далi буде-
мо ототожнювати цi двi категорiї. Зокрема, ми
ототожнюємо векторне розшарування з пучком
його локальних перерiзiв i вживаємо слова «век-
торне розшарування» та «локально вiльний пу-
чок» як синонiми. При цьому ототожненнi лi-
нiйнi розшарування переходять в оборотнi пу-
чки, тобто такi пучки ℒ, що ℒ ⊗X ℒ∨ ≃ OX ,
де ℒ∨ = HomX(ℒ,OX). Оборотнi пучки утво-
рюють групу вiдносно операцiї тензорного добу-
тку; ця група зветься групою Пiкара многови-
ду X i позначається PicX . Як ми бачили вище,
PicX ≃ H1(X,O×X).
Нагадаємо [9], що якщо многовид X — афiн-

ний, то когерентнi пучки на X знаходяться у
вiдповiдностi зi скiнченнопородженими модуля-
ми над координатним кiльцем A = k[X ]: пу-
чок ℱ повнiстю визначається модулем перерiзiв
Γ(X,ℱ). Зокрема, локально вiльнi пучки вiдпо-
вiдають проективним A-модулям. Якщо X =
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= An, його координатним кiльцем є кiльце мно-
гочленiв k[x1, x2, . . . , xn]. Як довели Квiллен та
Суслiн, кожен проективний модуль над цим кiль-
цем є вiльним (див., наприклад, [27]). Отже, вiд-
повiдний когерентний пучок iзоморфний rOX , а
вiдповiдне векторне розшарування є тривiаль-
ним, тобто iзоморфним X × Ar. Якщо n = 1,
це очевидно випливає з того, що k[x] є кiльцем
головних iдеалiв.
Розглянемо найпростiший неафiнний випадок:

X = ℙ1. Нехай (x0 : x1) — однорiднi координати
на ℙ1, а Ui = { (x0 : x1) ∣ xi ∕= 0 } (i = 0, 1). Це
афiннi вiдкритi пiдмножини: Ui iзоморфна A1, а
її координатним кiльцем є Ai = k[xj/xi] (j ∕= i).
Якщо ℱ — локально вiльний пучок на ℙ1, його
обмеження на кожне Ui є вiльним: iснують iзо-
морфiзми �i : ℱ∣Ui ≃ rOUi (i = 0, 1). Отже, ми
мусимо лише визначити склеювання � = �1�

−1
0 :

rOU0∣U ≃ rOU1∣U , де U = U0 ∩ U1. Очевидно,
U ≃ A1 ∖ {0}, отже, це афiнний многовид з ко-
ординатним кiльцем A = k[t, t−1], де ми поклали
t = x1/x0, тобто A0 = k[t], A1 = k[t−1]. Тому �
можна розглядати як матрицю з групи GL(r, A).
Якщо iнший локально вiльний пучок ℱ ′ визна-
чається матрицею �′ ∈ GL(r′, A), то морфiзм
f : ℱ → ℱ ′ задається парою матриць (f0, f1),
fi ∈ Mat(r′ × r, Ai), якi визначають обмеження
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f на Ui. Цi матрицi повиннi задовольняти рiв-
няння сумiсностi f1� = �′f0. Зокрема, ℱ ≃ ℱ ′
тодi й тiльки тодi, коли r = r′ та iснують ма-
трицi fi ∈ GL(r, Ai), для яких �′ = f1�f

−1
0 . То-

му повний опис векторних розшарувань над ℙ1 є
простим наслiдком наступного результату, який
залишаємо читачевi як вправу (дещо подiбну вi-
домiй теоремi Смiта про дiагоналiзацiю матрицi
над кiльцем цiлих чисел чи кiльцем многочленiв
вiд однiєї змiнної).

Вправа 1.1. Доведiть, що для кожної матри-
цi � з групи GL(r,k[t, t−1]) iснують такi матрицi
f0 ∈ GL(r,k[t]) та f1 ∈ GL(r,k[t−1]), що f1�f

−1
0 =

= diag(td1, td2, . . . , tdr) для деяких di ∈ ℤ.

Легко бачити, що 1 × 1 матриця t−d визначає
лiнiйне розшарування Oℙ1(d) (d-кратно пiдкру-
чене тривiальне розшарування).

Наслiдок 1.2 (Бiркгоф, Ґротендiк [25]). Ко-
жен локально вiльний пучок над Oℙ1 розкладає-
ться в пряму суму лiнiйних розшарувань Oℙ1(d).

Нагадаємо, що для проективного многовиду X
всi простори гомоморфiзмiв HomX(ℱ ,ℱ ′), якi ото-
тожнюються з H0(X,HomX(ℱ ,ℱ ′)), де ℱ ,ℱ ′ —
когерентнi пучки, а HomX позначає пучок ло-
кальних гомоморфiзмiв, є скiнченновимiрними
[9, Роздiл III, §5]. Зокрема, якщо пучок ℱ не-
розкладний, тобто кiльце ендоморфiзмiв End(ℱ)
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не мiстить iдемпотентiв (крiм 0 та 1), це кiль-
це є локальним [5]. Тодi стандартнi аргументи,
як у [5, 8], показують, що розклад когерентного
(зокрема, локально вiльного) пучка у пряму су-
му нерозкладних є однозначним (з точнiстю до
iзоморфiзму та нумерацiї доданкiв).
Можна також легко обчислити морфiзми мiж

локально вiльними пучками над ℙ1

Твердження 1.3.

Homℙ1(Oℙ1(d),Oℙ1(d
′)) =

{
0, якщо d > d′,

k[t]d′−d, якщо d ⩽ d′,

де k[t]m позначає простiр многочленiв степеня,
який не перевищує m.
Зокрема, якщо згадати, що H0(ℙ1,Oℙ1(d)) ≃
≃ Homℙ1(Oℙ1,Oℙ1(d)), отримуємо:

H0(ℙ1,Oℙ1(d)) =

{
0, якщо d < 0,

k[t]d, якщо d ⩾ 0.

Доведення. Морфiзм f : Oℙ1(d) → Oℙ1(d
′)

задається парою многочленiв f0(t), f1(t−1) таких,
що f1t

−d = = t−d
′
f0, або f1(t−1) = xd−d

′
f0(t). Оче-

видно, це неможливо при d > d′, а при d ⩽ d′ в
якостi f0(t) можна взяти довiльний многочлен
степеня, який не перевищує d′ − d, пiсля чого
f1(t−1) однозначно визначається за f0. □
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Вправа 1.4. Доведiть, що

H1(ℙ1,O(d)) =

{
0, якщо d ⩾ −1,

k[t]−1−d, якщо d < −1,

а

Ext1
ℙ1(Oℙ1(d),Oℙ1(d

′)) =

{
0, якщо d < d′,

k[t]d−d′−1, якщо d > d′,

Це можна або зробити «напряму», обчисливши
H1 за допомогою розглянутого афiнного покрит-
тя, або скористатися теоремою Рiмана–Роха, [9,
Теорема IV.1.3]. Треба також згадати, що

H1(ℙ1,Oℙ1(d)) ≃ Ext1
ℙ1(Oℙ1,Oℙ1(d)),

а також

Ext1(ℱ(d),G(d′)) ≃ Ext1(ℱ ,G(d′ − d)).



Роздiл 2

Елiптичнi кривi

Крiм ℙ1, є ще тiльки один приклад неособливих
проективних кривих, для яких одержано повний
опис векторних розшарувань: це елiптичнi кри-
вi, тобто неособливi кривi роду 1 [10, 30]. Для
повноти викладу нагадаємо цi результати.
Нехай X — елiптична крива. Її завжди можна

подати як двократне накриття ℙ1 з 4 рiзними то-
чками розгалуження степеня 2, якими можуть
бути обранi { 0, 1,∞, � } (тодi � визначене з то-
чнiстю до дiї симетричної групи S3, породженої
вiдображеннями � 7→ 1 − � та � 7→ 1/�). Якщо
chark ∕= 2, то така крива iзоморфна плоскiй ку-
бiчнiй кривiй, афiнна частина якої має рiвняння
y2 = x(x− 1)(x− �) [9, Роздiл IV.4].
Нагадаємо [9, Роздiл IV.4], що множина PicdX

лiнiйних розшарувань фiксованого степеня d над
елiптичною кривоюX знаходиться у взаємно одно-
значнiй вiдповiдностi з точками цiєї кривої: якщо
o — якась фiксована точка, то кожне лiнiйне роз-
шарування степеня d iзоморфне OX(x+(d−1)o),
де x — однозначно визначена точка кривої X .
Бiльше того, iснує лiнiйне розшарування P над
X × X (розшарування Пуанкаре) таке, що для

21
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кожної точки x ∈ X

OX(x+(d−1)o) ≃ OX(do)⊗OX
i∗xP ≃ i∗xP(d(o×X)),

де ix — занурення X ≃ X × x → X × X . От-
же, лiнiйнi розшарування степеня d утворюють
однопараметричну сiм’ю, параметризовану кри-
вою X . Виявляється, що опис нерозкладних век-
торних розшарувань довiльного рангу та степе-
ня має такий самий вигляд.
НехайX — незвiдна проективна крива. Для до-

вiльного когерентного пучка ℱ на X позначимо

hk(ℱ) = dim Hk(X,ℱ),

�(ℱ) = h0(ℱ)− h1(ℱ)

(характеристика Ойлера пучка ℱ),
pa(X) = pa = h1(OX)

(арифметичний рiд кривої X).

Останнiй спiвпадає з геометричним родом g(X),
якщо крива неособлива. Визначимо ранг пучка
ℱ , як rkℱ = dimK(ℱ⊗OX

K), де K = k(X) — по-
ле рацiональних функцiй на кривiй X , i степiнь
пучка ℱ , як

degℱ = �(ℱ)−�(OX) rkℱ = �(ℱ)−�(OX) rkℱ .

Теорема Рiмана–Роха [9, Роздiл IV.1] показує,
що для лiнiйних розшарувань це означення збi-
гається зi звичайним. Нарештi, визначимо нахил
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(slope) пучкаℱ , як вiдношення �(ℱ) = degℱ/ rkℱ .
Зауважимо, що ненульовий пучок ℱ рангу 0 є
«хмарочосом» (skyscraper), тобто є нульовим по-
за скiнченною множиною точок. Тодi degℱ =

= h0(ℱ) > 0, а �(ℱ) = ∞. Когерентний пу-
чок ℱ зветься напiвстабiльним (стабiльним),
якщо �(ℱ ′) ⩽ �(ℱ) (вiдповiдно, �(ℱ ′) < �(ℱ))
для кожного власного пiдпучка ℱ ′ ⊂ ℱ . Зокре-
ма, всi хмарочоси є напiвстабiльними, але ста-
бiльними серед них є лише простi, тобто пучки
k(x), x ∈ X .
Встановимо деякi властивостi цих параметрiв.

Далi, якщо не виникатиме двозначностi, будемо
писати ⊗ замiсть ⊗OX

.

Твердження 2.1. Якщо ℱ та G — когерен-
тнi пучки на незвiднiй проективнiй кривiй X i
один з них є локально вiльним, то deg(ℱ⊗G) =

rkℱ deg G+degℱ rkG, а тому �(ℱ⊗G) = �(ℱ)+

+�(G).

Доведення. Позначимо rkℱ = r, degℱ =

= d, rkG = r′, deg G = d′ i припустимо, що G є
локально вiльним. Тодi ℱ ⊗ K ≃ (rOX) ⊗ K ≃
rK. Розглянемо в rK пiдпучок ℱ̃ , породжений
образами обох пучкiв ℱ i rOX . Iснують точнi
послiдовностi

0→ S1 → ℱ → ℱ̃ → S2 → 0
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та

0→ rOX → ℱ̃ → S3 → 0,

в яких Si є хмарочосами. Оскiльки степiнь ади-
тивний у точних послiдовностях, а degOX = 0,
то d = degS1 − degS2 + degS3. Помножимо тен-
зорно цi послiдовностi на G i згадаємо, що тен-
зорний добуток з локально вiльним пучком є точ-
ним функтором. Одержимо точнi послiдовностi

0→ S1 ⊗ G → ℱ ⊗ G → ℱ̃ ⊗ G → S2 ⊗ G → 0

та

0→ rG → ℱ̃ ⊗ G → S3 ⊗ G → 0.

Звiдси

deg(ℱ ⊗ G) = rd′ + deg(S1 ⊗ G)−
− deg(S2 ⊗ G) + deg(S3 ⊗ G).

Для кожного хмарочоса S

degS = h0(S) =
∑
x

dimSx

i h0(S⊗G) = r′h0(S), оскiльки пучок G локально
вiльний. Отже,

deg(ℱ ⊗ G) = rd′ + r′(degS1 − degS2 + degS3) =

= rd′ + r′d.

□
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Наслiдок 2.2. Якщо ℱ∨ = HomX(ℱ ,OX) —
пучок, дуальний до локально вiльного пучка ℱ ,
то degℱ∨ = − degℱ i �(ℱ∨) = −�(ℱ).

Доведення. Очевидно, rk(ℱ∨) = rk(ℱ). На-
гадаємо, що з двоїстостi Серра [9, Роздiл III.7]
випливає, що

Hi(X,ℱ∨) ≃ H1−i(X,ℱ ⊗ !X)∗,

де !X — дуалiзуючий пучок для многовиду X , а
V ∗ позначає дуальний векторний простiр до V .
Отже, якщо rkℱ = r, то

degℱ = �(ℱ) + r(pa − 1) =

= −�(ℱ∨ ⊗ !X) + r(pa − 1) =

= − deg(ℱ∨ ⊗ !X) + 2r(pa − 1) =

= −r deg!X − degℱ∨ + 2r(pa − 1) =

= − degℱ∨,

оскiльки rk!X = 1, а deg!X = �(!X) + pa − 1 =

= −�(OX) + pa − 1 = 2(pa − 1). □

З означення нахилу одразу випливає такий ре-
зультат.

Твердження 2.3. Нехай 0 → ℱ ′ → ℱ →
ℱ ′′ → 0 — точна послiдовнiсть когерентних
пучкiв. У цьому випадку �(ℱ ′) < �(ℱ) тодi й
тiльки тодi, коли �(ℱ ′′) > �(ℱ), а �(ℱ ′) >

> �(ℱ) тодi й тiльки тодi, коли �(ℱ ′′) < �(ℱ).
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Наслiдок 2.4. Будь-який стабiльний пучок ℱ
є цеглиною1 (brick), тобто HomX(ℱ ,ℱ) = k.

Доведення. Припустимо, що iснує морфiзм
f : ℱ → ℱ , який не є анi нульовим, анi обо-
ротним. Тодi Im f ∕= ℱ , отже, �(Im f ) < �(ℱ),
а тому �(Ker f ) > �(ℱ), що неможливо. Тому
HomX(ℱ ,ℱ) є полем, отже, спiвпадає з k (оскiль-
ки останнє ми вважаємо алгебрично замкненим).

□

Нехай тепер pa(X) = 1, тобто degℱ = �(ℱ)

для кожного когерентного пучка ℱ . Якщо пу-
чок ℱ є локально вiльним, то HomX(ℱ ,G) ≃
≃ ℱ∨⊗G для довiльного пучка G. Бiльш того, в
цьому випадку дуалiзуючий пучок !X є iзомор-
фним до OX , тому з двоїстостi Серра [9, Роздiл
III.7] випливає, що H0(X,ℱ∨) = HomX(ℱ ,OX) ≃
≃ H1(X,ℱ)∗ i H1(X,ℱ∨) ≃ H0(X,ℱ), а також

Ext1
X(ℱ ,G) ≃ H1(X,HomX(ℱ ,G)) ≃

≃ H1(X,ℱ∨ ⊗ G) ≃
≃ HomX(ℱ∨ ⊗ G,OX)∗ ≃
≃ HomX(G,ℱ)∗.

(2.1)

1У лiтературi з теорiї векторних розшарувань бiльш вживаний
термiн «просте розшарування», але ми вiддали перевагу термiну
«цеглина», щоб не плутати з простими об’єктами в категорiї пучкiв,
тобто такими, якi не мають нетривiальних пiдпучкiв.
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Твердження 2.5. Нехай pa(X) = 1, ℱ i G —
когерентнi пучки над кривою X, причому ℱ є
локально вiльним.

(1) Якщо �(ℱ) < �(G), то HomX(ℱ ,G) ∕= 0.
(2) Якщо �(ℱ) = �(G), то

dim HomX(ℱ ,G) = dim HomX(G,ℱ).
(3) Якщо векторне розшарування ℱ є цегли-

ною, то воно стабiльне.
(4) Якщо �(ℱ) > �(G) i обидва пучки ℱ i G

є напiвстабiльними векторними розшару-
ваннями, то

HomX(ℱ ,G) = Ext1
X(G,ℱ) = 0.

(5) Якщо крива X є неособливою, а пучок ℱ є
нерозкладним, то ℱ є напiвстабiльним.

Доведення. (1–2). Оскiльки HomX(ℱ ,G) ≃
≃ ℱ∨ ⊗ G, то deg(ℱ∨ ⊗ G) = dim HomX(ℱ ,G)−
− dim Ext1

X(ℱ ,G). За умови �(ℱ) < �(G), тобто
�(ℱ∨⊗G) > 0 i deg(ℱ∨⊗G) > 0, звiдси отримує-
мо (1). Якщо �(ℱ) = �(G), тi самi мiркування по-
казують, що dim HomX(ℱ ,G) = dim Ext1

X(ℱ ,G),
i твердження (2) випливає з формули (2.1).
(3). Нехай ℱ є цеглиною, а ℱ ′ ⊂ ℱ — власний

пiдпучок. Тодi HomX(ℱ ′,ℱ) ∕= 0. Якщо �(ℱ ′) ⩾
⩾ �(ℱ), то, внаслiдок (1–2), має мiсце й нерiв-
нiсть HomX(ℱ ,ℱ ′) ∕= 0. Це неможливо, оскiльки
морфiзм ℱ → ℱ ′ можна розглядати як необоро-
тний морфiзм ℱ → ℱ .
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(4). Згiдно з формулою (2.1), Ext1
X(G,ℱ) ≃

≃ HomX(ℱ ,G)∗. Якщо f : ℱ → G — ненульо-
вий морфiзм, а ℋ = Im f , то, оскiльки ℱ i G є
напiвстабiльними, �(ℱ) ⩽ �(ℋ) ⩽ �(G), що не-
можливо. Тому HomX(ℱ ,G) = 0.
(5). Зазначимо, що, оскiльки X є неособливою,

кожен когерентний пучок без скруту є локаль-
но вiльним. Зазначимо також, що якщо ℱ ′ ⊂ ℱ
— власний пiдпучок того ж рангу, то факторпу-
чок S = ℱ/ℱ ′ є хмарочосом. Тому degS > 0 i
degℱ ′ < degℱ , а отже й �(ℱ ′) < �(ℱ). Нехай
m = max {�(ℱ ′) ∣ ℱ ′ ⊆ ℱ }, а ℱ1 ⊆ ℱ — пiд-
пучок найбiльшого можливого рангу, для якого
�(ℱ1) = m. Тодi ℱ1 є напiвстабiльним, а ℱ/ℱ1

також є пучком без скруту. Дiйсно, якби в ℱ/ℱ1

був пiдпучокℳ ∕= 0, який є хмарочосом, то йо-
го прообраз ℱ ′ у ℱ мав би бiльший степiнь, нiж
ℱ1, але той самий ранг, що неможливо. Крiм
того, ℱ/ℱ1 не мiстить пiдпучкiв з нахилом m,
оскiльки прообраз такого пiдпучка в ℱ також
був би пiдпучком з нахилом m, але бiльшого
рангу, нiж ℱ1. Якщо ℱ1 ∕= ℱ , то, повторюю-
чи цю процедуру, ми побудуємо башту пiдпучкiв
0 ⊂ ℱ1 ⊂ ℱ2 ⊂ . . . ⊂ ℱk = ℱ з напiвстабiльни-
ми факторами Gi = ℱi/ℱi−1, причому �(Gi) < m

при i > 1. Згiдно з (4), тодi Ext1
X(Gi,ℱ1) = 0

при i > 1, звiдки й Ext1
X(ℱ/ℱ1,ℱ1) = 0, а тому
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ℱ ≃ ℱ1 ⊕ ℱ/ℱ1. Оскiльки пучок ℱ є нерозкла-
дним, то ℱ = ℱ1, тобто ℱ є напiвстабiльним. □

Зауваження. Ми побачимо, що твердження
(5) вже не є вiрним для особливих кривих ариф-
метичного роду 1.

Далi будемо вважати, щоX — елiптична крива.
Тодi, щоб знайти всi нерозкладнi векторнi роз-
шарування, можна обмежитись розглядом напiв-
стабiльних векторних розшарувань з фiксованим
нахилом �. Позначимо через VB� категорiю всiх
таких векторних розшарувань. Очевидно, тен-
зорне множення з лiнiйним розшаруванням ℒ
степеня l iндукує еквiвалентнiсть VB� ≃ VB�+l,
а тому можна обмежитись випадком, коли 0 ⩽
⩽ � < 1. Нехай спочатку � = 0.

Теорема 2.6. Для кожного додатного цiло-
го r iснує єдине з точнiстю до iзоморфiзму не-
розкладне векторне розшарування Nr рангу r i
степеня 0 таке, що h0(Nr) ∕= 0. Для цього роз-
шарування h0(Nr) = h1(Nr) = 1 й iснує фiльтра-
цiя, всi фактори якої iзоморфнi OX. Крiм того,
N ∨r ≃ Nr.

Доведення. Зауважимо, що останнє твердже-
ння випливає з попереднiх, оскiльки h0(N ∨r ) =

= h1(Nr) ∕= 0. Скористаємося iндукцiєю за r.
Якщо iснує ненульовий морфiзм f : OX → ℱ ,
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то Im f ≃ OX . Якщо rkℱ = 1, а degℱ = 0,
то звiдси випливає, що N1 = OX , отже, твер-
дження вiрне для r = 1. Припустимо, що во-
но вiрне для всiх рангiв до r (включно). Тодi
Ext1

X(Nr,OX) ≃ HomX(OX ,Nr)
∗ — одновимiр-

ний простiр, а тому iснує єдиний (з точнiстю до
iзоморфiзму) пучок Nr+1 такий, що iснує нероз-
щеплювана точна послiдовнiсть

(2.2) 0→ OX
�−→ Nr+1

�−→ Nr → 0.

Вона iндукує точну послiдовнiсть

0→ HomX(Nr,OX)
�0−→ HomX(Nr+1,OX)→

→ HomX(OX ,OX)
�−→ Ext1

X(Nr,OX)→

→ Ext1
X(Nr+1,OX)

�1−→ Ext1
X(OX ,OX)→ 0,

де � ∕= 0, оскiльки послiдовнiсть (2.2) нерозще-
плювана. Але обидва простори HomX(OX ,OX)

i Ext1
X(Nr,OX) одновимiрнi, отже, � — iзомор-

фiзм. Тодi й �1 i �0 — також iзоморфiзми, а тому
h0(Nr+1) = h1(Nr+1) = 1. Звiдси випливає, що
пучок Nr+1 нерозкладний. Дiйсно, якщо б iсну-
вав нетривiальний розклад Nr+1 = ℱ ′ ⊕ ℱ ′′, то
один з просторiв HomX(OX ,ℱ ′) чи HomX(OX ,ℱ ′′)
мав би бути нульовим. Але якщо, наприклад,
HomX(OX ,ℱ ′′) = 0, то Im � ⊆ ℱ ′, а тодi Nr ≃
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≃ ℱ ′/ Im �⊕ℱ ′′. Оскiльки пучок Nr є нерозкла-
дним, Im � = ℱ ′, тобто послiдовнiсть (2.2) є роз-
щеплюваною, що неможливо.
Нехай тепер ℱ ∈ VB0 — нерозкладне (а тому,

згiдно з твердженням 2.5(5), напiвстабiльне) век-
торне розшарування рангу r + 1 з h0(ℱ) > 0.
Iснує нерозщеплювана точна послiдовнiсть

(2.3) 0→ OX → ℱ → G → 0,

в якiй G має степiнь 0 i ранг r. Якщо G ′ — пiдпу-
чок G, то G/G ′ —факторпучокℱ , тому deg G/G ′ ⩾
⩾ 0, а тодi deg G ′ ⩽ 0. Зокрема, пучок G також
є напiвстабiльним i не має пiдпучкiв-хмарочосiв,
степiнь яких завжди додатна. Отже, G є вектор-
ним розшаруванням. Достатньо довести, що G ≃
Nr. У протилежному випадку G розкладається:
G = G1⊕G2 i deg G1 = deg G2 = 0 (iнакше один з
цих степенiв вiд’ємний, а iнший — додатний, що
неможливо). Крiм того, Ext1

X(Gi,OX) ∕= 0 (i =

1, 2), оскiльки ℱ нерозкладний, а тодi, за фор-
мулою (2.1), HomX(OX ,Gi) ∕= 0 i h0(G) > 1. З
точної послiдовностi когомологiй

0→ H0(OX)→ H0(ℱ)→ H0(G)→ H1(OX),

в якiй h0(OX) = h1(OX) = 1, випливає, що h0(ℱ) >

> 1. Цi мiркування показують, що Nr+1 — це
єдиний нерозкладний пучок з VB0, для якого
h0(Nr+1) = 1.



32 2. ЕЛIПТИЧНI КРИВI

Аналогiчно, iснує єдиний пучок ℱ ∈ VB0, який
входить у нерозщеплювану точну послiдовнiсть

0→ Nr
�−→ ℱ → OX → 0,

вiн є нерозкладним i h0(ℱ) = 1, тобто ℱ ≃ Nr+1.
Оскiльки X — неособлива крива, то Ext2

X = 0 i
занурення � iндукує сюр’єктивне вiдображення
�1 : Ext1

X(Nr+1,OX) → Ext1
X(Nr,OX). Оскiль-

ки обидва цi простори одновимiрнi, �1 — iзо-
морфiзм. Зауважимо тепер, що, за припущенням
iндукцiї, пучок G з послiдовностi (2.3) розкла-
дається у пряму суму пучкiв Ni з i ⩽ r. Еле-
мент � ∈ Ext1

X(G,OX), який визначає цю послi-
довнiсть, задається рядком, компоненти �i яко-
го належать Ext1(Ni,OX), причому всi вони по-
виннi бути ненульовими (iнакше Ni буде пря-
мим доданком ℱ). Якщо j є найбiльшим значе-
нням, при якому Nj є прямим доданком G, то
для кожного i ⩽ j iснує морфiзм �i : Nj →
Ni, який iндукує iзоморфiзм Ext1

X(Nj,OX) →
Ext1

X(Ni,OX). Зокрема, �j�i ∕= 0, звiдки випли-
ває, що �i = c(�j�i) для деякого c ∈ k. Якщо
G має ще якийсь доданок Ni, крiм Nj, це дає
змогу побудувати автоморфiзм � пучка G, який
робить i-у компоненту �� нулем. Для цього всi
компоненти �lk : Nk → Nl покладемо нульови-
ми, крiм дiагональних, якi вiзьмемо тотожними,
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та �ji = −c�i. Це означає, що пучок ℱ є розкла-
дним. Отже, G ≃ Nj, а тому j = r. Цим завер-
шується доведення.

□

Нехай тепер ℱ є нерозкладним векторним роз-
шаруванням, а ℒ ⊆ ℱ — лiнiйне розшарування
найбiльшого степеня, яке вкладається в ℱ . То-
дi в ℱ немає лiнiйних пiдрозшарувань, якi були
б бiльшими, нiж ℒ, а факторпучок ℱ/ℒ не має
скруту, тобто теж є векторним розшаруванням.
Згiдно з (2.1), HomX(ℒ,ℱ/ℒ) ≃ Ext1

X(ℱ/ℒ,ℒ)∗ ∕=
∕= 0. Те саме вiрне й для кожного прямого додан-
ка пучка ℱ/ℒ. Нагадаємо, що HomX(ℒ′,ℒ′′) ∕= 0,
якщо ℒ′,ℒ′′ — такi лiнiйнi розшарування, для
яких degℒ′ ⩽ degℒ′′. Звiдси випливає такий ре-
зультат.

Твердження 2.7. Нехай ℱ — нерозкладне век-
торне розшарування, d1 — найбiльший степiнь
лiнiйних пiдрозшарувань ℒ ⊆ ℱ . Тодi iснує фiль-
трацiя

(2.4) 0 = ℱ0 ⊂ ℱ1 ⊂ ℱ2 ⊂ . . . ⊂ ℱr = ℱ

така, що кожен фактор ℱi/ℱi−1 = ℒi є лiнiй-
ним розшаруванням степеня di, причому d1 ⩽
⩽ d2 ⩽ . . . dr i також HomX(ℒ1,ℒi) ∕= 0 для всiх
i. Зокрема, якщо h0(ℱ) ∕= 0, то й h0(ℒi) ∕= 0 для
всiх i.
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Таку фiльтрацiю будемо називати максималь-
ною лiнiйною фiльтрацiєю.2

Твердження 2.8. Нехай ℱ — нерозкладне век-
торне розшарування, rkℱ = r, degℱ = d, при-
чому h0(X,ℱ) = ℎ > 0 (остання умова завжди
виконана, якщо d > 0).

(1) Якщо d < r, то ℱ має тривiальне пiдроз-
шарування ℱ0 ≃ ℎOX таке, що ℱ/ℱ0 є
також векторним розшаруванням, а ℱ0 =

=
∑

f :OX→ℱ Im f .
(2) Якщо d ⩾ r, то ℱ має максимальну лi-

нiйну фiльтрацiю (2.4), в якiй усi di > 0.
(3) Якщо d = r, то ℱ має фiльтрацiю, в якiй

усi фактори iзоморфнi одному й тому ж
лiнiйному розшаруванню ℒ степеня 1.

Зокрема, в усiх випадках d ⩾ 0.

Доведення. (1). Розглянемо максимальну
лiнiйну фiльтрацiю (2.4). В нiй d1 ⩽ 0. Оскiльки
HomX(OX ,ℱ) ∕= 0, то d1 = 0, а ℒ1 ≃ OX . Крiм
того, якщо f : OX → ℱ — довiльний ненульовий
морфiзм, то ℱ/ Im f не має скруту: iнакше мо-
жна було б обрати в якостi ℒ1 лiнiйне розшару-
вання, строго бiльше, нiж Im f , а тому додатного
степеня, що неможливо. Це означає, що вiдобра-
ження на шарах f (x) : k(x) → ℱ(x) ненульове

2Атья [10] називає таку фiльтрацiю «максимальним розщеп-
ленням», але це не узгоджується з загальним значенням термiну
«розщеплення».
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для кожної точки x ∈ X . Нехай f1, f2, . . . , fℎ —
база HomX(OX ,ℱ) ≃ H0(X,ℱ). Тодi f1(x), f2(x),

. . . , fℎ(x) є лiнiйно незалежними вiдображення-
ми k(x) → ℱ(x) для кожної точки x ∈ X . Тому
морфiзм � : ℎOX → ℱ з компонентами f1, f2, . . . ,

fℎ є зануренням, а факторпучок ℱ/ Im� є ло-
кально вiльним. За побудовою, Im f ⊆ Im� для
кожного f : OX → ℱ .
(2–3). Знову розглянемо максимальну лiнiйну

фiльтрацiю (2.4). Якщо d1 = 0, тi самi мiркуван-
ня доводять, що ℱ мiстить пiдпучок ℱ0 ≃ ℎOX
такий, що ℱ/ℱ0 знову є векторним розшаруван-
ням. Оскiльки ℎ ⩾ d ⩾ r, тодi ℱ = ℱ0, що немо-
жливо. Отже, d1 ⩾ 1. Якщо d = r, то, очевидно,
di = 1 для всiх i, а з того, що HomX(ℒ1,ℒi) ∕= 0,
випливає, що ℒ1 ≃ ℒi для всiх i. □

Наслiдок 2.9. (1) Для кожного лiнiйного
розшарування ℒ степеня 0 i кожного до-
датного r iснує єдине (з точнiстю до iзо-
морфiзму) нерозкладне векторне розшару-
вання Nr(ℒ) = ℒ⊗Nr рангу r i степеня 0

таке, що Hom(ℒ,Nr(ℒ)) ∕= 0. Це векторне
розшарування має фiльтрацiю, всi факто-
ри якої iзоморфнi ℒ.

(2) Будь-яке векторне розшарування степеня
0 iзоморфне Nr(ℒ) для деяких r та ℒ.
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Доведення. (1) очевидне, оскiльки функтор
ℒ⊗_ , де ℒ — лiнiйне розшарування, є автоеквi-
валентнiстю категорiї VB(X).
(2). Нехай ℱ — нерозкладне векторне розшару-

вання рангу r i степеня 0. Виберемо якесь лiнiйне
розшарування ℒ1 степеня 1. Тодi degℒ1⊗ℱ = r,
а тому ℒ1⊗ℱ має фiльтрацiю, всi фактори якої
iзоморфнi фiксованому лiнiйному розшаруван-
ню ℒ2 степеня 1, зокрема, якщо покласти ℒ =

= ℒ∨1 ⊗ ℒ2 (це — лiнiйне розшарування степе-
ня 0), то HomX(ℒ,ℱ) ≃ HomX(ℒ2,ℒ1 ⊗ ℱ) ∕= 0,
отже, ℱ ≃ Nr(ℒ). □

Теорема 2.10. Нехай ℱ — нерозкладне век-
торне розшарування рангу r i степеня d > 0.

(1) h0(ℱ) = d, а h1(ℱ) = 0.
Далi припустимо, крiм того, що d < r.

(2) Iснує точна послiдовнiсть

(2.5) 0→ ℱ0 → ℱ → ℱ1 → 0,

де ℱ0 =
∑

f :OX→ℱ Im f ≃ dOX, а ℱ1 теж є
нерозкладним векторним розшаруванням
того ж степеня, але рангу r − d.

(3) Пучок ℱ1 визначає ℱ з точнiстю до iзо-
морфiзму i кожне нерозкладне векторне
розшарування степеня d i рангу r − d є
iзоморфним розшаруванню ℱ1 для деяко-
го нерозкладного розшарування ℱ рангу r
i степеня d.
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Доведення. Якщо r = 1 i d > 0, то h1(ℱ) =

= 0, а тому h0(ℱ) = d. Отже, можна вважати, що
r > 0 i теорема є вiрною для всiх векторних роз-
шарувань менших рангiв. Скористаймося твер-
дженням 2.8. Якщо r ⩽ d, то ℱ має фiльтрацiю
з факторами ℒ1,ℒ2, . . . ,ℒr, де всi ℒi — лiнiйнi
розшарування з degℒi > 0. Тодi h1(ℒi) = 0, звiд-
ки отримуємо, що й h1(ℱ) = 0, а тому h0(ℱ) = d.
Нехай d < r i ℎ = h0(ℱ). Розглянемо точну по-

слiдовнiсть (2.5), де ℱ0 =
∑

f :OX→ℱ Im f ≃ ℎOX ,
а ℱ1 також є векторним розшаруванням. Вона
визначає елемент � ∈ Ext1

X(ℱ1, ℎOX), який ото-
тожнюється з послiдовнiстю (�1, �2, . . . , �ℎ), де
�i ∈ Ext1

X(ℱ1,OX). Оскiльки пучок ℱ є нероз-
кладним, елементи �i є лiнiйно незалежними: iна-
кше один з них можна вважати нулем, а тодi
ℱ ≃ ℱ ′ ⊕OX . Це означає, що вiдображення

� : kℎ → Ext1
X(ℱ1,OX) ≃ H0(ℱ1)∗,

яке iндуковане послiдовнiстю (2.5), тобто вiдобра-
жає вектор (�1, �2, . . . , �ℎ) в елемент

∑ℎ
i=1 �i�i, є

мономорфiзмом. З iншого боку, h1(ℱ1) ⩽ h1(ℱ),
а degℱ1 = degℱ , оскiльки degOX = 0. Тому й
h0(ℱ1) ⩽ h0(ℱ) = ℎ. Отже, � є iзоморфiзмом, а
hi(ℱ1) = hi(ℱ) (i = 0, 1). Якщо ж �′ — iнший еле-
мент з Ext1

X(ℱ1, ℎOX), для якого вiдповiдне роз-
ширення ℱ ′ пучка ℱ1 з ядром ℎOX нерозкладне,
то знайдеться автоморфiзм � пучка ℎOX такий,
що �� = �′, а тому ℱ ′ ≃ ℱ .
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Припустимо, що ℱ1 = ℱ1
1 ⊕ ℱ2

1 . Тодi можна
обрати розклад ℎOX ≃ ℎ1OX ⊕ ℎ2OX так, щоб

елемент � вiдповiдав матрицi вигляду
(
�1 0

0 �2

)
,

де �k ∈ Ext1
X(ℱk

1 , ℎkOX), звiдки ℱ ≃ ℱ1 ⊕ ℱ2,
де ℱk визначається елементом �k, що неможли-
во. Отже, ℱ1 — нерозкладний. За припущенням
iндукцiї з того, що rkℱ1 < rkℱ , а degℱ1 = d,
випливає, що ℎ = h0(ℱ1) = d.
Нехай тепер G — довiльне нерозкладне вектор-

не розшарування степеня d i рангу r − d. То-
дi, за припущенням iндукцiї i формулою (2.1),
dim Ext1

X(G,OX) = h0(G) = d. Оберемо базу цьо-
го простору �1, �2, . . . , �d i розглянемо точну по-
слiдовнiсть

0→ dOX
�−→ G̃ → G → 0,

задану елементом

(�1, �2, . . . , �d) ∈ Ext1
X(G, dOX) ≃ dExt1

X(G,OX).

Вона iндукує точну послiдовнiсть

0→ HomX(G,OX)→ HomX(G̃,OX)→

→ HomX(dOX ,OX)
�−→ Ext1

X(G,OX)→
→ Ext1

X(G̃,OX)→ Ext1
X(dOX ,OX)→ 0.

За побудовою, гомоморфiзм � є iзоморфiзмом.
Крiм того, HomX(G,OX) ≃ H1(G)∗ = 0, тому
HomX(G̃,OX) = 0, а h0(G̃) = dim Ext1

X(G̃,OX) =
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= d. Якщо G̃ = G̃ ′ ⊕ G̃ ′′, то можна вважати, що
пучок G̃ ′ — нерозкладний додатного степеня d′.
Тодi h0(G̃ ′) = d′, а h0(G̃ ′′) = d − d′ = deg G̃ ′′. За
таких умов морфiзм � можна обрати у виглядi
�′⊕ �′′, де �′ : d′OX → G̃ ′, �′′ : d′′OX → G̃ ′′. Звiдси
випливає, що G ≃ G ′⊕G ′′, де G ′ = Coker �′, G ′′ =

Coker �′′. Це протирiччя завершує доведення. □

Зауважимо, що rk(ℱ1) = r − d, отже, �(ℱ1) =

= d/(r − d) = �/(1− �), де � = �(ℱ) = d/r.

Наслiдок 2.11. Якщо 0 < � < 1, то iснує
еквiвалентнiсть категорiй �� : VB� → VB�′, де
�′ = �/(1− �).

Доведення. Достатньо визначити функтор
� = �� на нерозкладних векторних розшару-
ваннях. Нехай розшарування ℱ ∈ VB� — не-
розкладне, r = rkℱ , d = degℱ . Скористаємо-
ся точною послiдовнiстю (2.5). Нагадаємо, що
h0(ℱ) = h0(ℱ1) = d, а елемент � ∈ Ext1

X(ℱ1,ℱ0) ≃
≃ dExt1

X(ℱ1,OX), який визначає послiдовнiсть
(2.5), задається рядком (�1, �2, . . . , �d), де �1, �2,

. . . , �d — база простору Ext1
X(ℱ1,OX). Нехай ℱ ′

— iнше нерозкладне розшарування з VB� рангу
r′ i степеня d′, а

0→ ℱ ′0 → ℱ ′ → ℱ ′1 → 0

— вiдповiдна точна послiдовнiсть, визначена еле-
ментом �′ ∈ d′ Ext1

X(ℱ ′1,OX). Кожен гомомор-
фiзм ℱ → ℱ ′ вiдображає ℱ0 у ℱ ′0, а тому iндукує
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гомоморфiзм ℱ1 → ℱ ′1. Отже, ми отримали фун-
ктор � : VB� → VB�′, де

�(ℱ) = ℱ1 = ℱ/
∑

f :OX→ℱ Im f.

Побудуємо обернений функтор � : VB�′ → VB�.
Ми знаємо, що кожне нерозкладне векторне роз-
шарування VB�′ iзоморфне якомусь ℱ1 з послi-
довностi вигляду (2.5), причому пучок ℱ в нiй
визначений з точнiстю до iзоморфiзму. Покладе-
мо �(ℱ1) = ℱ . Нехай ℱ ′ = �(ℱ ′1), а f1 : ℱ1 → ℱ ′1
— деякий гомоморфiзм. Розглянемо вiдповiднi
елементи � та �′ з Ext-просторiв у такий спосiб,
як це було зроблено вище. Оскiльки компоненти
� утворюють базу Ext1

X(ℱ1,OX), то iснує єдиний
гомоморфiзм f0 : ℱ0 ≃ dOX → ℱ ′0 ≃ d′OX , для
якого f0� = �′f1. Це означає, що f0 та f1 виника-
ють з комутативної дiаграми

0 −−→ ℱ0 −−→ ℱ −−→ ℱ1 −−→ 0

f0

⏐⏐y f

⏐⏐y ⏐⏐yf1
0 −−→ ℱ ′0 −−→ ℱ ′ −−→ ℱ ′1 −−→ 0

в якiй гомоморфiзм f визначається однозначно.
Поклавши �(f1) = f , завершуємо побудову фун-
ктора �. Очевидно, вiн є оберненим до функтора
�, побудованого вище. □

Наслiдок 2.12. Для кожного � iснує еквiва-
лентнiсть категорiй �� : VB� → VB0. Бiльше
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того, якщо rkℱ = r, а degℱ = d, то rk��(ℱ) =

= нсд (r, d).

Доведення. Якщо q = ⌊�⌋ (цiла частина чи-
сла �), а ℒ — лiнiйне розшарування степеня −q,
то функтор ℒ⊗_ задає еквiвалентнiсть VB� →
VB�−q. При цьому векторне розшарування рангу
r i степеня d переходить у розшарування того ж
рангу i степеня r − qd. Якщо ж 0 < � < 1, то
функтор �� є еквiвалентнiстю VB� → VB�/(1−�),
при якiй векторне розшарування рангу r i степе-
ня d переходить у розшарування того ж степеня i
рангу r−d. Повторення цих процедур рiвносиль-
не застосуванню алгоритму Евклiда до пари r, d.
Звiдси, очевидно, випливає твердження. □

Наслiдок 2.13. Нерозкладне векторне розша-
рування ℱ рангу r i степеня d є стабiльним то-
дi й тiльки тодi, коли нсд (r, d) = 1. У цьому ви-
падку стабiльнi векторнi розшарування рангу r
i степеня d знаходяться у взаємно однозначнiй
вiдповiдностi з Pic0X ≃ X.

Доведення. Нагадаємо, що в нашому випад-
ку стабiльнi розшарування — це те саме, що це-
глини (наслiдок 2.4 та твердження 2.5 (3)). Тому
еквiвалентнiсть категорiй �� зводить доведення
до випадку, коли �(ℱ) = 0. Тодi твердження ви-
пливає з наслiдку 2.9. □
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Зауваження 2.14. Пiдсумуємо вiдомостi про
когомологiї нерозкладних векторних розшарувань,
якi мiстяться у попереднiх результатах. Якщо ℱ
— нерозкладне векторне розшарування степеня
d, то

h0(X,ℱ) =

⎧⎨⎩
d, якщо d > 0,

1, якщо d = 0, ℱ ≃ Nr,

0 в iнших випадках;

h1(X,ℱ) =

⎧⎨⎩
−d, якщо d < 0,

1, якщо d = 0, ℱ ≃ Nr,

0 в iнших випадках.

Вправа 2.15. (1) З побудови векторних роз-
шарувань Nr у доведеннi теореми 2.7 виве-
дiть, що iснують природнi iзоморфiзми

HomX(Nr,Nm) ≃ Homk[t](k[t]/tr,k[t]/tm).

(2) Доведiть, що HomX(ℒ ⊗Nr,ℒ′ ⊗Nm) = 0,
якщо ℒ та ℒ′ — неiзоморфнi лiнiйнi розша-
рування.

(3) Виведiть з (1) i (2), що категорiя VB0 (а
тому й кожна VB�) еквiвалентна категорiї
VB∞ хмарочосiв над кривою X .

Вправа 2.16. Нехай ℱ — нерозкладне вектор-
не розшарування з нахилом 1,ℱ0 =

∑
f :OX→ℱ Im f

i ℱ1 = ℱ/ℱ0. Доведiть, що
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(1) rkℱ0 = r, а degℱ0 = 0; отже, ℱ1 — хмаро-
чос степеня d.

(2) Доведiть, що пучок ℱ1 також є нерозкла-
дним, пучок ℱ однозначно вiдновлюється
за ℱ1 i кожен нерозкладний хмарочос сте-
пеня d iзоморфний ℱ1 для деякого нероз-
кладного векторного розшарування ℱ з
rkℱ = degℱ = d.

(3) Виведiть звiдси, що вiдповiднiсть ℱ 7→ ℱ1

задає еквiвалентнiсть категорiй VB1 → VB∞.
Цi мiркування дають альтернативне дове-
дення твердження (3) з вправи 2.17.

Порада: (1) нескладно доводиться iндукцiєю
за рангом. Далi можна наслiдувати доведення
теореми 2.10 та наслiдку 2.11.

Як довiв Ода [30], цi конструкцiї можна ви-
конати так, що в результатi одержуються сiм’ї
нерозкладних векторних розшарувань, параме-
тризованi точками кривої X . Ось формулюван-
ня його результату (ми не наводимо доведення,
оскiльки воно потребує iстотно складнiшої технi-
ки). Позначимо через nx замкнену пiдсхему вX ,
визначену пучком iдеалiв OX(−nx), а через inx
— занурення X × nx→ X ×X .

Теорема 2.17. Якщо нсд (r, d) = 1 i r > 0, то
iснує векторне розшарування Pr,d над X×X та-
ке, що для довiльного n > 0 кожне нерозкладне
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векторне розшарування над X рангу nr i сте-
пеня nd iзоморфне p1∗i

∗
nxPr,d для однозначно ви-

значеної точки x ∈ X. Бiльше того, Pr,d+mr ≃
≃ Pr,d(m(o×X)), а P1,0 ≃ P.



Роздiл 3

Сендвiч-процедура

Далi будемо вважати, що X — особлива про-
ективна крива (зведена i зв’язна, але, можли-
во, звiдна). Нехай S = SingX — множина осо-
бливих точок кривої X , � : X̃ → X — нор-
малiзацiя X (див. [4, Роздiл 3.7] або [9, Упра-
жнение II.3.8]), тобто бiрацiональний скiнченний
морфiзм такий, що крива X̃ неособлива (нага-
даємо, що нормалiзацiя визначена з точнiстю до
iзоморфiзму). Позначимо S̃ = �−1(S), O = OX ,
Õ = �∗(OX̃). Тодi Õ є когерентним пучком кi-
лець на X , а O ототожнюється з його пiдпуч-
ком. Крiм того, пучок O-модулiв Õ/O є хма-
рочосом з носiєм S. Нехай J = Ann(Õ/O) —
кондуктор Õ в O (найбiльший пучок Õ-iдеалiв,
який мiститься в O). Для кожного векторного
розшарування ℱ над X можна розглянути пу-
чок ℱ̃ = Õ ⊗O ℱ ≃ �∗�

∗ℱ . Очевидно, ℱ̃ ⊇ ℱ ⊃
⊃ Jℱ = J ℱ̃ . Бiльше того, ℱ̃/J ℱ̃ i ℱ/Jℱ —
хмарочоси з носiєм S, а тому вони повнiстю ви-
значаються своїми стеблами в точках x ∈ S. По-
значимо Ax = (O/J )x i Bx = (Õ/J )x. Це скiн-
ченновимiрнi комутативнi k-алгебри i Ax ⊆ Bx.
Позначимо також Fx=(ℱ/Jℱ)x, F̃x=(ℱ̃/J ℱ̃)x.

45
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Це вiльнi модулi рангу r = rkℱ над алгебра-
ми, вiдповiдно, Ax i Bx, причому Fx ⊆ F̃x. Далi
нам буде зручно ототожнювати пучки ℱ/Jℱ та
ℱ̃/J ℱ̃ з модулями F =

⊕
x∈S Fx та F̃ =

⊕
x∈S F̃x

над алгебрами, вiдповiдно, A =
⊕

x∈S Ax та B =

=
⊕

x∈S Bx. Отже, векторне розшаруванняℱ над
X визначається трiйкою T (ℱ) = (ℱ̃ , F, �ℱ), де
�ℱ : F→ F̃ — природне занурення.
Зазначимо, що, оскiльки морфiзм � є скiнчен-

ним i бiрацiональним, ядро природного морфi-
зму �∗�∗OX̃ → OX̃ є теж хмарочосом (нульовим
поза S). Тому для кожного когерентного пучка
OX̃-модулiв ℋ ядро вiдображення �∗�∗ℋ → ℋ
також є хмарочосом. Звiдси випливає, що для
кожного пучка OX̃-модулiв без скруту ℋ′

HomX̃(ℋ,ℋ′) ≃ HomX̃(�∗�∗ℋ,ℋ′) ≃
≃ HomX(�∗ℋ, �∗ℋ′).

Зокрема, �∗ iндукує еквiвалентнiсть мiж кате-
горiєю векторних розшарувань постiйного рангу
над X̃ та категорiєю локально вiльних пучкiв Õ-
модулiв. Тому надалi ми завжди ототожнюємо
цi двi категорiї, зокрема, ототожнюємо пучок ℱ̃ ,
визначений вище, з �∗ℱ .
Визначимо тепер сендвiч-категорiю (або кате-

горiю трiйок) T (X) в такий спосiб:
∙ Об’єкти T (X) — це трiйки (G, F, �), де G
— локально вiльний пучок Õ-модулiв, або,
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що те саме, векторне розшаруваня постiй-
ного рангу r над X̃ , F — вiльний A-модуль
рангу r, а �— такий мономорфiзм A-модулiв
F→ G, де G = G/JG, що B Im � = G.

∙ Морфiзм f : (G, F, �) → (G ′, F′, �′) — це па-
ра (fl, fr), в якiй fl ∈ HomÕ(G,G ′), fr ∈
HomA(F, F′), причому дiаграма

(3.1)

F
�−−→ G

fr

⏐⏐y ⏐⏐yf̄l
F′ −−→

�′
G′,

де f̄l = fl (mod J ), є комутативною.

Теорема 3.1 (Сендвiч-теорема). Вiдповiд-
нiсть ℱ 7→ T (ℱ) визначає еквiвалентнiсть ка-
тегорiй VB(X)→ T (X).

Доведення. Очевидно, що побудована ви-
ще трiйка T (ℱ) = (ℱ̃ , F, �ℱ) належить до T (X).
Кожен морфiзм f : ℱ → ℱ ′ iндукує морфiзми
f̃ : ℱ̃ → ℱ̃ ′ та f̄ : F → F′ такi, що вiдповiд-
на дiаграма вигляду (3.1) комутативна, а тому
T (f ) = (f̃ , f̄ ) є морфiзмом T (ℱ) → T (ℱ ′). От-
же, T є функтором VB(X)→ T (X). Побудуємо
обернений функтор R : T (X)→ VB(X).
Нехай T = (G, F, �) — трiйка з T (X), де rkG =

= r. Розглянемо прообраз ℱ пiдпучка Im � ≃ F
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в G. Тодi Õℱ = G, тому Jℱ = JG i природ-
не вiдображення p : Õ ⊗O ℱ → G є епiмор-
фiзмом. Розглянемо стебло ℱx. Якщо x /∈ S,
то воно спiвпадає з Gx, тобто є вiльним моду-
лем рангу r над Ox = Õx. Якщо x ∈ S, то
iснує епiморфiзм rOx → Fx = ℱx/Jxℱx. Оскiль-
ки Jx ⊆ radOx, вiн пiднiмається до епiморфi-
зма � : rOx → ℱx. Останнiй iндукує епiморфiзм
�̃ : rÕx → Õx ⊗Ox ℱx. Разом з p вони визна-
чають епiморфiзм px�̃ : rÕx → Gx. Оскiльки
обидва цi модулi є вiльними однакового рангу,
останнiй епiморфiзм є насправдi iзоморфiзмом,
а оскiльки гомоморфiзм �̃ — сюр’єктивний, оби-
два вiдображення �̃ та px (а тодi й p) також є iзо-
морфiзмами. Тому вiдображення � — iн’єктивне,
тобто теж є iзоморфiзмом, i пучок ℱ є локаль-
но вiльним рангу r. Позначимо R(T) = ℱ . Якщо
f = (fl, fr) є морфiзмом T → T′ = (G ′, F′, �′),
то вiн iндукує морфiзм R(f ) : ℱ → ℱ ′, де ℱ ′
— прообраз Im �′ у �∗G ′. Таким чином, ми побу-
дували функтор R : T (X) → VB(X). Очеви-
дно, RT (ℱ) = ℱ (ми ототожнюємо ℱ з 1⊗ℱ ⊂
⊂ Õ ⊗O ℱ) i RT (f ) = f . Крiм того, iзоморфiзм
p : ℱ̃ → G, побудований вище, визначає функто-
рiальний iзоморфiзм трiйок TR(T) = T (ℱ) =

= (ℱ̃ , F, �ℱ) ≃ T. Тому функтор R дiйсно є обер-
неним до функтора T . □
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Зауваження 3.2. Нагадаємо, що для довiль-
них A-модуля F i B-модуля G має мiсце iзомор-
фiзм HomA(F,G) ≃ HomB(B ⊗A F,G). Оскiльки
у трiйцi (G, F, �) ∈ T F є вiльним A-модулем, а
G = G/JG — вiльним B-модулем того ж рангу,
умова B Im � = G рiвносильна тому, що вiдобра-
ження �̃ : B⊗A F→ G, яке вiдповiдає �, є iзомор-
фiзмом.





Роздiл 4

Бiмодульнi категорïı

Сендвiч-процедуру з попереднього роздiлу мо-
жна переформулювати на мовi бiмодульних ка-
тегорiй, яка є звичною й широко вживаною в
теорiї зображень алгебр. Нагадаємо вiдповiднi
означення. При цьому зручнiше розглядати мо-
дулi й бiмодулi над категорiями, нiж над алге-
брами. Ми завжди вважатимемо, що категорiя
A є k-лiнiйною й цiлком адитивною. Перший
термiн означає, що множини морфiзмiв A (A,A′)

є векторними просторами над k, а множення мор-
фiзмiв є k-бiлiнiйним. Другий означає, що кате-
горiя A є адитивною, тобто мiстить всi можливi
скiнченнi прямi суми, i крiм того, кожен iдем-
потентний морфiзм e : A → A, e2 = e, в нiй
розщеплюється, тобто походить з деякого роз-
кладу у пряму суму A ≃ A1 ⊕ A2 як добуток
e = i1p1, де i1 : A1 → A — канонiчне зануре-
ння, а p1 : A → A1 — канонiчна проекцiя. Всi
функтори будемо вважати k-лiнiйними.
За означенням, A -модуль — це (k-лiнiйний)

функтор M : A → Vec, де Vec — це категорiя
векторних просторiв над полем k. Такi модулi
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утворюють категорiю A -Mod (k-лiнiйну й цiл-
ком адитивну). Якщо M — деякий A -модуль,
v ∈M (A) i a ∈ A (A,A′), будемо писати av за-
мiсть M (a)v ; це — елемент з M (A′). Якщо B —
ще деяка категорiя, то A -B-бiмодулем зветься
(k-бiлiнiйний) функтор W : A op ×B → Vec, де
A op позначає дуальну категорiю до A .1 Знову,
якщо v ∈ W (A,B), a ∈ A (A′, A), b ∈ B(B,B′),
будемо писати bva замiсть B(a, b) ; це — еле-
мент з W (A′, B′). Якщо A = B, замiсть «A -A -
бiмодуль» будемо казати «A -бiмодуль».

Нехай W — деякий A -бiмодуль (тобто A -A -
бiмодуль). Бiмодульна категорiя El(V ) визнача-
ється в такий спосiб:

∙ ObEl(V ) =
∪
A∈Ob A V (A,A).

∙ Морфiзм a : v → v′, де v ∈ V (A,A),
v′ ∈ V (A′, A′) — це морфiзм a : A → A′,
для якого av = v′a (обидва цi елементи на-
лежать V (A,A′)).
∙ Добуток морфiзмiв — це їхнiй добуток в
категорiї A .

Легко бачити, що El(V ) дiйсно є k-лiнiйною й
цiлком адитивною категорiєю.

1Нагадаємо, що об’єкти й морфiзми дуальної категорiї — тi са-
мi, що й у категорiї A , але якщо � ∈ A (A,B), то в категорiї A op

вiн належить A op(B,A), а добуток �� в категорiї A op — це добуток
�� в категорiї A .
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Здебiльшого нам доведеться розглядати випа-
док, коли i категорiя A , i бiмодуль W є ло-
кально скiнченновимiрними, тобто всi векторнi
простори A (A,A′) i W (A,B) є скiнченновимiр-
ними над полем k. Оскiльки ми вважаємо A цiл-
ком адитивною, звiдси випливає, що кожен об’-
єкт A ∈ A розкладається у пряму суму A ≃
≃
⊕n

k=1Ak, де всi об’єкти A1, A2, . . . , An є не-
розкладними, тобто їхнi алгебри ендоморфiзмiв
A (Ak, Ak) не мiстять iдемпотентiв, а тому є ло-
кальними [5, Следствие 2.3]. Такий розклад є
єдиним (з точнiстю до iзоморфiзму й переста-
новки доданкiв) (див. [1, Глава I, Теорема 3.6],
або [6, § 3.7, Следствие], або [8, Теорема 18.18]).
Так буде, наприклад, якщо A = CohX — кате-
горiя когерентних пучкiв на проективному мно-
говидi X або її пiдкатегорiя векторних розшару-
вань VB(X). Позначимо через ind A деяку (фi-
ксовану) множину представникiв класiв iзомор-
фiзму нерозкладних об’єктiв з A . Те саме по-
значення будемо використовувати i для повної
пiдкатегорiю в A з множиною об’єктiв ind A .
Довiльний A -B-бiмодуль W повнiстю визнача-
ється (з точнiстю до iзоморфiзму) своїм обме-
женням на ind A та ind B. Дiйсно, нехай A ≃
≃
⊕t

j=1 njAj, де Aj ∈ ind A , Ak ∕= Aj, якщо
k ∕= j, B ≃

⊕s
i=1miBi — аналогiчний розклад
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B. Тодi W (A,B) можна ототожнити з множи-
ною блочних матриць (Wij), де Wij — матриця
розмiру mi × nj з елементами з W (Aj, Bi). Ана-
логiчно описуються морфiзми мiж об’єктами з
A i B; при цьому їхня дiя на елементи з W ото-
тожнюється зi звичайним множенням матриць.
Ми завжди будемо користуватися таким отото-
жненням. Саме тому бiмодульну категорiю ще
звуть категорiєю матриць над бiмодулем.
Важливим випадком є так званi роздiленi бi-

модулi (bipartite). Вони виникають в такий спо-
сiб. Кожен A -B-бiмодуль W можна розгляда-
ти як бiмодуль над прямим добутком A × B,
якщо покласти W ((A,B), (A′, B′)) = W (A,B′).
Тодi об’єкти з El(W ) — це елементи з просто-
рiв W (A,B) (A ∈ Ob A , B ∈ Ob B), а морфiзм
f : v → v′, де v ∈ V (A,B), v′ ∈ V (A′, B′) — це
пара морфiзмiв (a, b), a : A → A′, b : B → B′,
для якої bv = v′a. Найчастiше бiмодулi, якi ви-
никають в теорiї зображень, векторних розша-
рувань та в iнших «зовнiшнiх» розглядах, є саме
роздiленими. Проте навiть тодi в перебiгу обчи-
слень неможливо обiйтися без розгляду загаль-
ного випадку (приклади ми побачимо в насту-
пному роздiлi).
Розглянемо ситуацiю з Роздiлу 3. Будемо кори-

стуватися позначеннями, введеними на сторiнцi
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46. Позначимо через A = A-pro категорiю скiн-
ченнопороджених проективних A-модулiв (тоб-
то прямих доданкiв вiльних модулiв скiнченного
рангу), B = VB(X̃) i W (F,G) = HomA(F,G/JG)

(як i ранiше, ми ототожнюємо G з пучком Õ-
модулiв �∗G). Тодi W = WX стає роздiленим бi-
модулем над A ×B. Кожну трiйку T = (G, F, �)
з категорiї T (X) можна ототожнити з об’єктом
� ∈ W (F,G) з категорiї El(W ). Бiльше того, це
ототожнення визначає повне занурення T (X)→
El(W ). Будемо завжди ототожнювати T (X) з
її образом при цьому зануреннi й працювати з
матричними зображеннями елементiв бiмодуля
W . Об’єкти з категорiї El(W ), iзоморфнi образам
трiйок з T (X), назвемо повними. Згiдно з заува-
женням 3.2, об’єкт � ∈ HomA(F,G/JG) є повним
тодi й тiльки тодi, коли F є вiльним A-модулем,
а вiдповiдний гомоморфiзм �̃ : B⊗A F→ G/JG є
iзоморфiзмом.

Приклад 4.1 (Проективнi конфiгурацiї).
Зв’язну проективну кривуX назвемо проектив-
ною конфiгурацiєю, якщо всi компоненти X1, X2,

. . . , Xs її нормалiзацiї X̃ iзоморфнi проективнiй
прямiй, а всi особливi точки x є простими ву-
злами, тобто �−1(x) = {x′, x′′ } є редукованим
пiдмноговидом у X̃ , який складається з двох то-
чок. У цьому випадку Jx = mx (максимальний
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iдеал кiльця Ox), Ax = k(x), а Bx = k(x′)×k(x′′),
куди k(x) занурене дiагонально. Тому ind A =

= {k(x) ∣ x ∈ S }. З iншого боку, ind B скалада-
ється лише з «пiдкручених» розшарувань Oi(d):
ind B = {Oi(d) ∣ 1 ⩽ i ⩽ s, d ∈ ℤ }, деOi = OXi

.
Крiм того, (Oi(d)/JOi(d))x ≃ k(x′) × k(x′′), ос-
кiльки пiдкрутка не впливає на хмарочоси. От-
же, елементи бiмодуля W ототожнюються з бло-
чними матрицямиW з блокамиW (i, d, y), де 1 ⩽
⩽ i ⩽ s, d ∈ ℤ, а y ∈ Xi ∩ S̃. Зручно вважа-
ти, що всi точки з Xi ∩ S̃ належать афiннiй ча-
стинi U0 = { (� : �) ∣ � ∕= 0 } проективної прямої
ℙ1 ≃ Xi, а тому їх можна розглядати як точки
афiнної прямої A1.
Очевидно, мiж рiзними об’єктами з ind A мор-

фiзмiв немає, а End(k(x)) = k. Нехай x′ ∈ Xi1,
x′′ ∈ Xi2 (можливо, i1 = i2, але x′ ∕= x′′), A =

= mk(x), A′ = nk(x), а морфiзм a : A′ → A за-
дано (m×n)-матрицею � = (akl). ЯкщоW — еле-
мент з W (A,B), то елементWa утворюється зW
шляхом замiни матрицьW (i1, d, x

′) iW (i2, d, x
′′)

для всiх значень d на добутки W (i1, d, x
′)� i

W (i2, d, x
′′)� вiдповiдно.

З iншого боку, морфiзмiв Oi(d′) → Oj(d) при
i ∕= j або d < d′ немає, а Hom(Oi(d′),Oi(d)) =

= k[t]d−d′ при d′ ⩽ d (див. твердження 1.3). За-
уважимо також, що

Oi(d)/myOi(d) ≃ Oi/my = k(y).
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Якщо y ∈ U0, то морфiзм Oi(d′) → Oi(d), за-
даний многочленом f (x), iндукує на цих факто-
рах множення на f (y). Нехай B =

⊕
d ndOi(d),

B′ =
⊕

dmdOi(d), а морфiзм b : B → B′ зада-
ється блочною матрицею (�dd′), де �dd′ є матри-
цею розмiру md × nd′, елементи якої належать
k[t]d−d′ (нульовою, якщо d < d′). Тодi bW утво-
рюється з W замiною кожної матрицi W (i, d, y),
де y ∈ Xi, на

∑
d′⩽d �dd′(y)W (i, d′, y).

Нагадаємо, що гомоморфiзм � з трiйки (G, F, �) ∈
T (X) мусить iндукувати iзоморфiзм �̃ : B ⊗A

F→ G (див. зауваження 3.2). Пропонуємо чита-
чевi самому перевiрити, що цi умови виконую-
ться тодi й тiльки тодi, коли для кожної точки
y ∈ S̃ «великий y-блок»

W (y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
...

W (i,−1, y)

W (i, 0, y)

W (i, 1, y)
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де y ∈ Xi, є оборотним. Якщо � не є мономорфiз-
мом, але �̃ є сюр’єкцiю, прообраз Im � у G вже не
є локально вiльним, але залишається пучком без
скруту. Бiльш того, можна показати, наслiдуючи
доведення сендвiч-теореми 3.1, що категорiя ко-
герентних пучкiв без скруту над X еквiвалентна
категорiї трiйок (G, F, �), в яких �̃ є епiморфiзмом
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(або, що те саме, B Im � = G). Для вiдповiдних
матриць W це означає, що рядки кожного ве-
ликого y-блоку лiнiйно незалежнi. Деталi цього
доведення залишаємо читатевi.
У наступних роздiлах ми скористаємося цими

обчисленнями.

Для кожної проективної конфiгурацiї визначи-
мо її граф перетинiв Δ(X) в такий спосiб:
∙ Вершинами графа Δ(X) є компоненти X1,
X2, . . . , Xs нормалiзацiї X̃ .
∙ Ребрами графа Δ(X) є особливi точки x

кривої X .
∙ Ребро x iнцидентне вершинi Xi тодi й тiль-
ки тодi, коли �−1(x) ∩ Xi ∕= ∅ ; зокрема,
якщо �−1(x) ⊂ Xi для деякого i, то ребро
x є насправдi петлею у вершинi Xi.

Наприклад, якщо X є виродженою (особливою)
плоскою квадрикою, то вона складається з двох
проективних прямих, якi перетинаються транс-
версально. Тому Δ(X) має двi вершини й одне
ребро мiж ними. Якщо X є кубiчною кривою з
вузлом («декартiв лист» або «строфоїда»), то
Δ(X) має одну вершину з петлею в нiй:

∙
а якщо X складається з квадрики i прямої, яка
не є дотичною до неї, то Δ(X) має вигляд

∙ ∙
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Нарештi, якщо X складається з трьох прямих,
якi попарно перетинаються (в рiзних точках), то
Δ(X) має вигляд

∙
@@

@@
@@

@

~~
~~

~~
~

∙ ∙

Взагалi, якщо X складається з s прямих на пло-
щинi, якi перебувають у загальному положеннi
(тобто жоднi 3 з них не перетинаються в однiй
точцi), то Δ(X) є повним графом з s вершинами.





Роздiл 5

В’язки ланцюгiв

У цьому роздiлi розглянемо спецiальний клас
бiмодульних задач, а саме, так званi в’язки лан-
цюгiв (див., наприклад, [2] або [22, Додаток B]).
Їх буде використано в наступних двох роздiлах
для опису векторних розшарувань над двома ти-
пами проективних конфiгурацiй. В’язки ланцю-
гiв виникають також у багатьох iнших питаннях,
тому, на нашу думку, знайомство з ними буде
корисним для широкого математичного загалу.
Втiм, якщо читач не бажає вдаватися в технiчнi
деталi, ми пропонуємо йому або принаймнi ро-
зiбратися в результатах (опускаючи доведення),
або прийняти на вiру класифiкацiю векторних
розшарувань у наступних роздiлах.

Означення 5.1. В’язкою ланцюгiв зветься на-
бiр (

E1,E2, . . . ,En;F1,F2, . . . ,Fn;∼
)
,

в якому:

∙ E1,E2, . . . ,En та F1,F2, . . . ,Fn — диз’юн-
ктнi ланцюги (лiнiйно впорядкованi мно-
жини без спiльних елементiв). Позначимо
E =

∪n
i=1 Ei, F =

∪n
i=1 Fi i A = E ∪ F.

61
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Елементи з A будемо називати лiтерами,
а множину A — алфавiтом.
∙ ∼ — таке вiдношення еквiвалентностi на
множинi A, що для кожного a ∈ A мно-
жина { b ∈ A ∣ a ∼ b } має щонайбiльше 2

елементи. Клас еквiвалентностi елемента a
позначимо через ā, а множину A/∼ всiх
класiв еквiвалентностi — через B.

Ми також визначимо симетричне вiдношення −
на множинi A, поклавши e − f i f − e, якщо
e ∈ Ei, f ∈ Fi (з тим самим номером i).

Означення 5.2. Визначимо категорiю A0 i A0-
бiмодуль W0 в такий спосiб.

∙ Ob A0 = B.
∙ Для кожної пари елементiв a, b з одного
ланцюга таких, що a < b, введемо новий
символ �ba.
∙ Для кожної пари ā, b̄ ∈ B визначимо ве-
кторний простiр Ā (ā, b̄) як такий, що має
базу {

�ba ∣ a ∈ ā, b ∈ b̄, a < b
}
;

якщо таких пар немає, то Ā (ā, b̄) = 0. Якщо
ā ∕= b̄, то покладемо A0(ā, b̄) = Ā (ā, b̄).
Якщо ж ā = b̄, то покладемо A0(ā, b̄) =

= Ā (ā, b̄) ⊕ k⋅1ā, де 1ā — одиничний мор-
фiзм об’єкта ā.
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∙ �cb�ba = �ca; всi iншi добутки цих базисних
елементiв дорiвнюють нулю.
∙ Для кожної пари елементiв e ∈ Ei, f ∈
∈ Fi (з тим самим номером i) введемо но-
вий символ ef .
∙ Векторний простiр W0(a, b) має базу{

ef ∣ e ∈ b̄ ∩ E, f ∈ ā ∩ F, e− f
}

;

якщо таких пар немає, то цей простiр є ну-
льовим.
∙ �e′eef = �e′f , якщо e′ < e, i ef�ff ′ = ef ′,
якщо f < f ′; всi iншi можливi добутки ба-
зисних елементiв нульовi.

Визначимо категорiю A як адитивну оболонку
категорiї A0. Її об’єкти — це формальнi прямi
суми A1⊕A2⊕ . . .⊕An об’єктiв з A0 (не обов’яз-
ково рiзних), а морфiзми з такої суми до iншої
формальної суми B1 ⊕ B2 ⊕ . . .⊕ Bm — це (m×
×n)-матрицi (�ij), де �ij ∈ A0(Aj, Bi). Множен-
ня морфiзмiв визначається як добуток матриць.
Розширимо A0-bimodule W0 до A -бiмодуля, який
позначатимемо W . Елементи з W (A,B) так са-
мо записуються матрицями, елементи яких нале-
жать до W0(Aj, Bi). Бiмодульна категорiя El(W )

i називається категорiєю зображень даної в’яз-
ки ланцюгiв. Зауважимо, що якщо об’єкт A або
об’єкт B, якi є, за означенням, класами еквiва-
лентностi лiтер, складається з двох елементiв,
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то самi елементи з A0(A,B) зручно зображати
як матрицi з коефiцiєнтами з поля k: елементу
� вiдповiдає матриця, яка складається з коефi-
цiєнтiв його розкладу за базисними елементами
ef . Наприклад, якщо A = { f1, f2 } ⊆ Fi, а B =

= { e1, e2 } ⊆ Ei, то елемент � =
∑

i,j cijeifj буде-
мо записувати як (2× 2)-матрицю (cij). В iнших
випадках  може зображуватись матрицею роз-
мiру 2×1 або 1×2 (пояснiть, у яких випадках це
можливо). У зв’язку з цим, об’єкт A =

⊕k
i=1Ai

будемо записувати як послiдовнiсть лiтер: A =

= (a1, a2, . . . , an), де { aj ∣ 1 ⩽ j ⩽ n } =
∪k
i=1Ai.

Будемо казати, що лiтери a1, a2, . . . , an входять
до A.

(
Наприклад, якщо A = A1 ⊕ A2 ⊕ A3, де

A1 = { a1, a2 } , A2 = { b } , A3 = { c1, c2 }, то бу-
демо писати A = (a1, a2, b, c1, c2)

)
. Тодi елемент

з A (A,B), де B = (b1, b2, . . . , bm), записується
як матриця (cij) над полем k, стовпчики якої
пронумерованi тими елементами з a1, a2, . . . , an,
якi належать F, а рядки — тими елементами з
b1, b2, . . . , bm, якi належать E. Скаляр cij є ко-
ефiцiєнтом при biaj , якщо bi − aj, i є нулем в
iншому випадку. Зручно вважати, що якщо aj ∈
∈ Ai, aj′ ∈ Ai′ i i < i′, то й j < j′. Найчастiше
ми будемо припускати, що цю умову виконано. В
такому разi матрицi, якi задають морфiзми мiж
об’єктами, будуть трикутними.
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Якщо зiбрати разом всi входження до A кожної
лiтери, то елемент з El(W ) можна розглядати як
набiр матриць W (a, b) (a ∈ F, b ∈ E, a− b) роз-
мiру nb×na, причому na = na′, якщо a ∼ a′. Еле-
менти цих матриць — це коефiцiєнти бiля бази-
сних елементiв ba. Два набори матриць задають
iзоморфнi об’єкти тодi й тiльки тодi, коли один з
них можна перетворити на другий за допомогою
послiдовностi таких перетворень:

(1) Замiна W (a, b) на S−1
b W (a, b)Sa, де Sa —

оборотнi матрицi, причому Sa = Sa′, якщо
a ∼ a′.

(2) ЗамiнаW (a, b) наW (a, b)+W (a′, b)Sa′a для
деякого a′ > a i деякої матрицi Sa′a.

(3) ЗамiнаW (a, b) наW (a, b)+Sbb′W (a, b′) для
деякого b′ < b i деякої матрицi Sbb′.

Зауважимо, що ми не накладаємо жодних зв’яз-
кiв на матрицi Sa′a та Sbb′ з рiзними парами (a, a′)

або (b, b′), навiть якщо деякi з цих елементiв еквi-
валентнi.
Зручно зiбрати всiW (a, b) з a ∈ Ei, b ∈ Fi (при

фiксованому i) й записати їх в одну блочну ма-
трицю, як це зображено на малюнку 1. Тут ми
вважаємо, що b1 < b2 < ⋅ ⋅ ⋅ < bm, a1 > a2 >

> ⋅ ⋅ ⋅ > an. Стрiлки показують, що рядки зi
смуг, розташованих вище, можна додавати до
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Мал. 1⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐y

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→⎛⎜⎜⎜⎝
W (a1, b1) W (a2, b1) . . . W (an, b1)

W (a1, b2) W (a2, b2) . . . W (an, b2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

W (a1, bm) W (a2, bm) . . . W (an, bm)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

рядкiв зi смуг, розташованих нижче, а стовпчи-
ки зi смуг, розташованих лiвiше, можна додава-
ти до стовпчикiв зi смуг, розташованих правiше.
Дозволено також робити елементарнi перетворе-
ння в кожнiй смузi, але перетворення в еквiва-
лентних смугах повиннi бути однаковими. Звi-
сно, якщо одна з них є горизонтальною, а iнша
— вертикальною, «однакове» означає «контра-
ґрадiєнтне». Це вiдповiдає тому, що в перетво-
реннях типу (1) праворуч стоїть матриця Sa, а
лiворуч — S−1

b .
Нерозкладнi об’єкти категорiї El(W ) зручно опи-

сувати, користуючись деякою комбiнаторикою
слiв. Дамо вiдповiднi означення.

Означення 5.3. Нехай дано в’язку ланцюгiв(
E1,E2, . . . ,En;F1,F2, . . . ,Fn;∼

)
. Будемо кори-

стуватися позначеннями з означень 5.1 i 5.2.
(1) Словом назвемо послiдовнiсть

(5.1) w = a1r1a2r2 . . . an−1rn−1an,
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де ai ∈ A, ri ∈ {∼,−}, в якiй airiai+1 в A,
ri ∕= ri+1 i ai ∕= ai+1 для кожного 1 ⩽ i < n.
Таке слово зветься повним, якщо або r1 =

∼, або ж a1 ∕∼ b для всiх b ∕= a1 i так само
або rn−1 =∼, або ж an ∕∼ b для всiх b ∕= an.
Число n називається довжиною слова w

i позначається через n = l(w). Обернене
слово w∗ визначається як

w∗ = anrn−1an−1 . . . r2a2r1a1.

(2) Слово w зветься циклiчним, якщо r1 =

= rn−1 =∼ i an− a1 в A. Для такого цик-
лiчного слова позначимо rn = −, ai+n = ai
i ri+n = ri (наприклад, an+1 = a1, а r0 = rn)
та визначимо його циклiчний зсув w(k) як
слово

w(k) = a2k+1r2ka2k+2 . . . r2k−1a2k,

де 0 ⩽ k < n/2 (зауважимо, що довжи-
на циклiчного слова завжди парна). Знак
�(w, k) такого зсуву визначається як (−1)ℎ,
де ℎ — число таких iндексiв 0 ⩽ j < k, що
або { a2j+1, a2j } ⊆ E, або { a2j+1, a2j } ⊆ F.
Циклiчне слово w довжини n зветься апе-
рiодичним, якщо w(k) ∕= w при 0 < k < n/2

(тодi якщо w(k) = w, то k дiлить n/2).
(3) Для кожного повного слова w (5.1) позна-

чимо черезC(w) множину пар iндексiв (i, j)
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таких, що ai ∈ E, aj ∈ F, причому або
j = i + 1 i ri = −, або i = j + 1 i rj = −.
Якщо слово w циклiчне, позначимо через
c(w) пару (1, n), якщо a1 ∈ E, i пару (n, 1),
якщо a1 ∈ F.

(4) Для кожного повного слова w (5.1), визна-
чимо низку («string») як елемент

S(w) ∈ W (A,A),

де A = (a1, a2, . . . , an), заданий матрицею
(�ij), в якiй

�ij =

{
1, якщо (i, j) ∈ C(w);

0 в iнших випадках.

(5) Якщо дано аперiодичне циклiчне слово w,
додатне цiле число m ∈ ℕ та ненульовий
скаляр � ∈ |, визначимо стрiчку («band»)
як елемент

B(w,m, �) ∈ W (A,A),

де A = m (a1, a2, . . . , an), заданий блочною
матрицею (�ij) (1 ⩽ i, j ⩽ n), в якiй

�ij =

⎧⎨⎩
Im, якщо (i, j) ∈ C(w);

Jm(�), якщо (i, j) = c(w);

0 в iнших випадках.
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Тут Im позначає одиничну (m×m)-матри-
цю, а Jm(�) — жорданову клiтину розмiру
m×m з власним числом �:

Jm(�) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� 1 0 . . . 0 0

0 � 1 . . . 0 0

0 0 � . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . � 1

0 0 0 . . . 0 �

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Припустимо, наприклад, що у нас є по одному
ланцюгу

E1 = { b1 < b2 < b3 } та F1 = { a1 > a2 > a3 }
,

причому a1 ∼ b1, b2 ∼ b3, a2 ∼ a3. Тодi слову
w = b1 ∼ a1 − b3 ∼ b2 − a1 ∼ b1 − a3 ∼ a2

вiдповiдає низка

(5.2) S(w) =

0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0
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(горизонтальнi блоки вiдповiдають лiтерам b1, b2,
b3, а вертикальнi — лiтерам a1, a2, a3). Якщо ж
розглядати w як циклiчне слово, то можна по-
будувати, наприклад, стрiчку

(5.3) B(w, 2,−1) =

0 0 0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

(жирним шрифтом видiлено жорданову клiтину
J2(−1), яка походить з блоку �18).

Користуючись цими означеннями, сформулю-
ємо основний результат про зображення в’язок
ланцюгiв.

Теорема 5.4. (1) Низки й стрiчки є нероз-
кладними об’єктами бiмодульної катего-
рiї El(W ), i кожен нерозкладний об’єкт
цiєї категорiї iзоморфний деякiй низцi або
стрiчцi.

(2) Жодна стрiчка не є iзоморфною жоднiй
низцi.

(3) S(w) ≃ S(w′) тодi й тiльки тодi, коли або
w′ = w, або w′ = w∗.



5. В’ЯЗКИ ЛАНЦЮГ“В 71

(4) B(w,m, �) ≃ B(w′,m′, �′) тодi й тiльки
тодi, коли або w′ = w(k), або ж w′ = w∗(k)

для деякого 0 ⩽ k < l(w)/2, причому m =

= m′, а �′ = ��(w,k).

Доведення. Доведення базується на алгори-
тмi зведення для зображень в’язок ланцюгiв.
Саме, на кожному кроцi ми зводимо до деякої
нормальної форми один блок W (a, b) з матри-
чного зображення елемента з El(W ) i надалi роз-
глядаємо лише елементи, в яких цей блок має за-
дану нормальну форму. Потiм встановлюємо, що
пiдкатегорiя таких елементiв еквiвалентна пов-
нiй пiдкатегорiї в El(W ′), де W ′ знову є бiмоду-
лем, який вiдповiдає деякiй (новiй) в’язки лан-
цюгiв. Пiсля цього доведення завершує проста
iндукцiя.

Спочатку впорядкуємо трiйки (i, a, b), в яких
a ∈ Ei, b ∈ Fi: (i, a, b) < (i′, a′, b′), якщо або
i < i′, або i = i′, a > a′ (звернiть увагу на знак
нерiвностi!), або i = i′, a = a′ i b < b′. Позна-
чимо через El[i, a, b] повну пiдкатегорiю в El(W ),
яка складається з усiх елементiв, що записую-
ться як блочнi матрицi W такi, що W (a′, b′) = 0

для всiх трiйок (i′, a′, b′) < (i, a, b). Наприклад,
низка з формули (5.2) i стрiчка з формули (5.3)
належать El[1, a1, b2].
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Можливi два випадки в залежностi вiд того, чи
елементи a та b еквiвалентнi мiж собою. Розгля-
немо, як працює алгоритм редукцiї в кожному з
них.

Випадок 1. a ∕∼ b.

В цьому випадку з матрицею W (a, b) можна
робити будь-якi елементарнi перетворення (вони
є перетвореннями типу (1), визначеними вище).
Тому її можна звести до дiагонального вигля-

ду
(
I 0

0 0

)
, де I — одинична матриця. Оскiльки

a > a′, а якщо a = a′, то b < b′ для всiх нену-
льових матриць W (a′, b′) з a′ ∈ Fi, b

′ ∈ Ei, то
перетвореннями типiв (2–3) можна зробити ну-
льовими всi рядки та стовпчики цих матриць,
однойменнi з тими рядками й стовпчиками ма-
трицi W (a, b), в яких стоять одиничнi елементи.
Пiсля цього весь i-ий блок набуває вигляду:

I 0 0 . . . 0

0 0 ∗ ∗ ∗
0 ∗
... ∗
0 ∗

Позначимо через W ′(a, f ) i W ′(e, b) блоки, якi
помiченi зiрочками, i покладемо W ′(a, b) = 0.
Якщо a ∕∼ a′ i b ∕∼ b′ для всiх a′ ∕= a i b′ ∕= b,
то W має прямi доданки вигляду ab ∈ W (a, b)
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(вони є низками S(a−b)). Якщо ж a ∼ a′, a′ ∕= a,
або b ∼ b′, b′ ∕= b, або i те й iнше, то до ланцюгiв,
якi мiстять, вiдповiдно, a′ i b′, додамо новi еле-
менти, вiдповiдно, [a′b] або (та) [ab′], вважаючи,
що a′ > [a′b] > a′′ для всiх a′′ < a′, b′ < [ab′] < b′′

для всiх b′′ > b′, i [ab′] ∼ [ba′], якщо обидва цi
елементи визначенi. Якщо, наприклад, a′ ∈ E,
позначимо через W ′(a′, f ) i W ′([a′b], f ) тi части-
ни блокаW (a′, f ), якi є однойменними, вiдповiд-
но, до нульових i ненульових стовпчикiв матри-
цi W (a, b). В iнших можливих випадках розта-
шування елементiв a′ i b′ ми введемо аналогiчнi
позначення для вiдповiдних частин блокiв. На-
приклад, якщо iснують i a′, i b′, причому a′ ∈ E,
b′ ∈ F i a′ − b′, то блок W (b′, a′) розiб’ється на 4

частини:⏐⏐⏐⏐y
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→(
W ′([ab′], [a′b]) W ′(b′, [a′b])

W ′([ab′], a′) W (b′, a′)

)
,

причому перетворення з цими блоками можли-
вi, як показано стрiлками, злiва направо i звер-
ху вниз. Таким чином, ми дiйсно отримали нову
в’язку ланцюгiв, тобто новий бiмодуль W ′ ра-
зом з вiдображенням El[i, a, b] → El(W ′). Легко
перевiрити, що це вiдображення розповсюджує-
ться на морфiзми, отже, ми отримуємо функтор
� : El[i, a, b] → El(W ′), образ якого належить до
El[i1, a1, b1] для деякої трiйки (i1, a1, b1) > (i, a, b).
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Бiльше того, природно визначається й функтор
El[i1, a1, b1]→ El[i, a, b]: ми просто об’єднуємо ряд-
ки чи стовпчики з номерами a′ i [a′b], b′ i [ab′] та
вiдновлюємо матрицюW (a, b) так, щоб ��′(W ′) =

W ′ i �′�(W ) = W , якщо останнiй об’єкт не мав
прямих доданкiв вигляду ab. Iснує й вiдповiд-
нiсть мiж словами. Саме, якщо b ∕∼ b′ для всiх
b′ ∕= b, то в кожному словi w треба замiнити всi
входження пiдслiв a′ ∼ a − b або b − a ∼ a′

на [a′b]; аналогiчну процедуру треба застосувати
до a, якщо a ∕∼ a′ для всiх a′ ∕= a. Якщо ж i
a ∼ a′, i b ∼ b′, то треба замiнити всi пiдслова
a′ ∼ a − b ∼ b′ та b′ ∼ b − a ∼ a′, вiдповiдно,
на [a′b] ∼ [ab′] або [ab′] ∼ [a′b]. Якщо слово w ци-
клiчне, цю процедуру слiд застосувати також до
всiх його циклiчних зсувiв. Нескладно перевiри-
ти, що цi процедури узгодженi з конструкцiями
низок i стрiчок. Ми залишаємо деталi читачевi.

Випадок 2. a ∼ b.

В цьому випадку перетворення типу (1) у за-
стосуваннi до матрицi W (a, b) дають лише пере-
творення подiбностi : W (a, b) 7→ S−1

a W (a, b)Sa.
Тому цю матрицю можна звести до прямої су-
ми жорданових клiтин Jm(�). За допомогою пе-
ретворень типiв (2–3) всi клiтини Jm(�), в яких
� ∕= 0, можна вилучити як прямi доданки W
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(вони є стрiчками B(a ∼ b,m, �)). Отже, нада-
лi можна обмежитись випадком, коли W (a, b) є
прямою сумою клiтин з власним числом 0, тобто
зводиться до наступного вигляду:

W (a, b) =

0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 I 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 I 0 . . .

0 0 0 0 0 I . . .

0 0 0 0 0 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

За допомогою перетворень типiв (2–3) можна зро-
бити нульовими (позаW (a, b)) всi тi рядки й стов-
пчики, в яких W (a, b) має ненульовi елементи,
тобто звести i-ту частину W до вигляду:

0 0 0 0 0 0 . . . ∗
0 0 I 0 0 0 . . . 0

0 0 0 0 0 0 . . . ∗
0 0 0 0 I 0 . . . 0

0 0 0 0 0 I . . . 0

0 0 0 0 0 0 . . . ∗
... ... ... ... ... ... . . . ...
∗ ∗ 0 ∗ 0 0 . . . ∗

.

Виключимо a i b з ланцюгiв Ei та Fi, додавши до
них натомiсть новi елементи am та bm (m ∈ ℕ),
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для яких am > ak i bm < bk при k < m (тобто
додавати можна «вiд бiльших жорданових клi-
тин до менших»). При цьому всi iншi нерiвностi
мiж am та a′ ∕= a (bm та b′ ∕= b) залишаються
такими самими, як мiж a та a′ (b та b′). Покла-
демо також am ∼ bm. Одержимо нову в’язку лан-
цюгiв, тобто новий бiмодуль W ′. Позначимо че-
рез W ′(am, e) та W ′(f, bm) тi частини матриць
W (a, e) та W (f, b), якi вiдповiдають нульовим
стовпчикам та рядкам m-вимiрних жорданових
клiтин з W (a, b) (на малюнку вони позначенi зi-
рочками). Можна переконатися, що в такий спо-
сiб ми отримуємо функтор � : El[i, a, b]→ El(W ′),
образ якого належить до El[i′, a′, b′], де (i, a, b) <

(i′, a′, b′). Очевидно, можна визначити й функтор
�′ : El[i′, a′, b′] → El[i, a, b] в такий спосiб, щоб
��′(W ′) = W ′, аW могло вiдрiзнятися вiд �′�(W )

лише прямим доданками вигляду Jm(�)ab, де
� ∕= 0. Так само встановлюється i вiдповiднiсть
мiж словами, узгоджена з конструкцiєю низок i
стрiчок. А саме, у кожному словi w треба замiни-
ти кожне пiдслово вигляду a ∼ b−a ∼ b−. . . a ∼
∼ b або b ∼ a − b ∼ a − . . . b ∼ a, де a ∼ b або
b ∼ a зустрiчається m разiв, на слово am ∼ bm
або bm ∼ am вiдповiдно. Якщо слово w циклiчне,
то цю процедуру треба застосувати також до всiх
його циклiчних зсувiв. Ми пропонуємо читачевi
самому прослiдкувати за деталями.
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Оскiльки на кожному кроцi ми зменшували роз-
мiр матриць, тепер очевидна iндукцiя завершує
доведення. □

Пропонуємо читачевi розiбрати наступний при-
клад, який часто зустрiчається й вiдiграє iстотну
роль у рiзних питаннях теорiї зображень. Цей
приклад також є основою для узагальнення ре-
зультатiв цього роздiлу на бiльш широкий клас
матричних задач — в’язки напiвланцюгiв [2].

Вправа 5.5. Нехай Q — сагайдак (орiєнтова-
ний граф)

1
a−−→ 2

b

⏐⏐y ⏐⏐yc
3 −−→

d
4

Нагадаємо, що зображенням цього сагайдака на-
зивається дiаграма векторних просторiв i лiнiй-
них вiдображень наступного вигляду:

V1
A−−→ V2

B

⏐⏐y ⏐⏐yC
V3 −−→

D
V4

Двi такi дiаграми визначають еквiвалентнi зо-
браження, якщо вони вiдрiзняються на автомор-
фiзми векторних просторiв Vi.
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Побудуйте таку в’язку ланцюгiв, категорiя зо-
бражень якої еквiвалентна категорiї зображень
цього сагайдака. Користуючись цим, опишiть всi
нерозкладнi зображення сагайдака Q.



Роздiл 6

Легкий випадок: A-конфiгурацïı

Застосуємо технiку, розвинену в роздiлах 4 та
5 для опису векторних розшарувань над спецi-
альними типами проективних конфiгурацiй, ко-
ли граф перетинiв — ланцюг або цикл.
Найпростiший приклад проективних конфiгу-

рацiй — це конфiгурацiї типу A, коли граф пе-
ретинiв Δ(X) — ланцюг (граф типу As):

∙ − ∙ − ⋅ ⋅ ⋅ − ∙
При s = 4 така конфiгурацiя має вигляд

. .

.

У цьому випадку множина S складається з s− 1

точки: S = {x1, x2, . . . , xs−1 }, причому можна
вважати, що x′i ∈ Xi, а x′′i ∈ Xi+1 (1 ⩽ i < s). То-
дi матрицi W (i, d, y) зручно записувати так, як
це показано на малюнку 2 (при s = 4). Тут бло-
ки вiдповiдають матрицямW (i, d, y) (значення d
вписанi всередину блокiв). Блоки з однаковими

79
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значеннями i та y утворюють великий блок, ви-
дiлений подвiйними лiнiями; блоки з однаковими
значеннями i та d утворюють спiльну горизон-
тальну полосу; блоки з y ∈ {x′, x′′ } для фiксо-
ваної особливої точки x утворюють спiльну вер-
тикальну полосу. Стрiлки показують, що мор-
фiзми можуть додавати «вищi» блоки до «ниж-
чих», але не навпаки (це випливає з формули для
aW , наведеної наприкiнцi прикладу 4.1). Заува-
жимо, що множина S̃ ∩Xi мiстить щонайбiльше
2 точки y1, y2, а для кожного k > 0 iснує много-
член f (t) ∈ |[t]k з довiльними наперед заданими
значеннями f (y1) та f (y2). Тому «вертикальнi»
додавання мiж полосами в рiзних великих бло-
ках незалежнi. Звiдси випливає, що два набори
матриць визначають iзоморфнi об’єкти категорiї
El(W ) тодi й тiльки тодi, коли один з них можна
перетворити на iнший послiдовнiстю таких пере-
творень:

(1) Елементарнi перетворення всерединi кож-
ної горизонтальної або вертикальної поло-
си (однаковi для всiх блокiв з обраної по-
лоси).

(2) Додавання деякого кратного рядка з «ви-
щого» блоку до рядка з «нижчого» блоку
(всерединi того ж самого великого блоку).

Очевидно, такий бiмодуль описується в’язкою
ланцюгiв. Саме, ми маємо пари ланцюгiв Ei =
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= { eid ∣ d ∈ ℤ } , Fi = { fi } та E′i = { e′id ∣ d ∈ ℤ },
F′i = { f ′i }, де 1 ⩽ i ⩽ s. Порядок у Ei та E′i ви-
значається звичайним упорядкуванням других
iндексiв як цiлих чисел. Ланцюги Ei та Fi вiд-
повiдають блокам W (i, x′i, d), а ланцюги E′i та F′i
— блокам W (i+ 1, x′′i , d). Вiдношення еквiвален-
тностi ∼ визначається правилами: eid ∼ e′i−1,d

(1 < i ⩽ s, d ∈ ℤ) i fi ∼ f ′i . Зауважимо, що в
цьому випадку не iснує жодного циклiчного сло-
ва; крiм того, в кожному словi зустрiчається не
бiльше, нiж одна лiтера з кожного з ланцюгiв Ei
або Fj. Тому всi можливi повнi слова є пiдслова-
ми слiв вигляду

(6.1) e1d1 − f1 ∼ f ′1 − e′1d2 ∼ e2d2−
− f2 ∼ f ′2 − ⋅ ⋅ ⋅ − fs ∼ f ′s − e′sds.

Звiдси отримуємо такий опис нерозкладних об’-
єктiв у категорiї El(W ).

Теорема 6.1. Нехай X — проективна конфi-
гурацiя типу As. Виберемо цiлi числа k, l, di (1 ⩽
k ⩽ i ⩽ l ⩽ s), покладемо G =

⊕l
i=kOi(di), F =⊕l−1

i=k |(xi) i позначимо через �(dk, . . . , dl) об’єкт
з W (F,G), який вiдображає кожен доданок |(xi)

у |(x′i) × |(x′′i ) дiагонально. Тодi �(dk, . . . , dl) —
нерозкладнi, попарно неiзоморфнi об’єкти кате-
горiї El(W ) i кожен нерозкладний об’єкт цiєї ка-
тегорiї iзоморфний одному з них. Такий об’єкт
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�(dk, . . . , dl) належить пiдкатегорiї T (X) тодi
й тiльки тодi, коли k = 1 i l = s.

Позначимо через ℒ (d1, d2, . . . , ds) векторне роз-
шарування, яке вiдповiдає об’єкту �(d1, d2, . . . , ds).
Слiд вiдзначити, що це — лiнiйне розшарування.
Зокрема, OX ≃ ≃ ℒ(0, 0, . . . , 0).

Наслiдок 6.2. Кожне векторне розшарува-
ння над проективною конфiгурацiєю типу As

однозначно розкладається у пряму суму лiнiй-
них розшарувань ℒ (d1, d2, . . . , ds). Цi лiнiйнi роз-
шарування попарно неiзоморфнi.

Цей опис дозволяє встановити властивостi ве-
кторних розшарувань. Наприклад, можна обчи-
слити їх когомологiї. Для цього введемо дода-
тковi означення.

Означення 6.3. (1) Додатною частиною
послiдовностi цiлих чисел d=(d1, d2, . . . , ds)

назвемо таку її пiдпослiдовнiсть d′ = (dk+1,
dk+2, . . . , dk+l) (0 ⩽ k < s, 1 ⩽ l ⩽ s − k),
що dk+i ⩾ 0 при 1 ⩽ i ⩽ l, але dk < 0,
якщо k > 0, i dk+l+1 < 0, якщо l < s− k.

(2) Ефективну довжину L(d′) додатної части-
ни визначимо в такий спосiб:

L(d′) =

⎧⎨⎩
l + 1, якщо dk+i > 0 для деякого i

де 1 ⩽ i ⩽ l, k + i /∈{ 1, s } ;

l в iнших випадках.
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Для кожного цiлого числа a ми також позначимо
a+ = (∣a∣ + a)/2 i a− = (∣a∣ − a)/2.

Твердження 6.4. Нехай ℒ = ℒ(d1, d2, . . . , ds),
P — множина додатних частин послiдовностi
(d1, d2, . . . , ds). Тодi

h0(ℒ) =

s∑
i=1

(di + 1)+ −
∑
d′∈P

L(d′),

h1(ℒ) =

s∑
i=1

(di + 1)− + (s− 1)−
∑
d′∈P

L(d′).

Доведення. Розглянемо точну послiдовнiсть

0→ ℒ → ℒ̃ �−→ S → 0,

де S = ℒ̃/ℒ. З неї одержуємо точну послiдов-
нiсть когомологiй

0→ H0(ℒ)→ H0(ℒ̃)
�∗−→ H0(S)→

→ H1(ℒ)→ H1(ℒ̃)→ 0,

оскiльки S — хмарочос, а тому H1(S) = 0. Звiд-
си випливає, що h0(ℒ) = h0(ℒ̃) − dim Im�∗, а
h1(ℒ) = h0(ℒ̃)+ +h0(S) − dim Im�∗. Ми знаємо,
що h0(Oℙ1(d)) = (d+ 1)+, а h1(Oℙ1(d)) = (d+ 1)−

(вправа 1.4). Отже, h0(ℒ̃) =
∑s

i=1(di + 1)+, а
h1(ℒ̃) =

∑s
i=1(di + 1)−. Бiльше того, H0(S) ≃

≃
⊕

x∈S Sx ≃
⊕s−1

i=1 (|(x′i) × |(x′′i ))/|(xi), тому
h0(S) = #(S) = s − 1. Нехай v′i i v′′i — образи
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в H0(S) одиничних елементiв з |(x′i) i |(x′′i ). То-
дi v′i = −v′′i при 0 < i < s. Ми також покладемо
v′′0 = v′s = 0. Позначимо через �i обмеження �∗ на
H0(Oi(di)). Якщо di < 0, то �i = 0. Якщо di = 0,
то Im�i породжений елементами v′i + v′′i−1. Якщо
ж di > 0, то Im�i породжений елементами v′i i
v′′i−1 при i /∈ { 1, s }, v′1 при i = 1 i v′′s−1 при i = s.
Звiдси випливає, що dim Im�∗ =

∑
d′∈PL(d′). Це

й доводить твердження. □

Вправа 6.5. Нехай ℒk = ℒ(dk), k = 1, 2. До-
ведiть, що

(1) ℒ1 ⊗O ℒ2 ≃ ℒ(d1 + d2).
(2) HomX(ℒ1,ℒ2) ≃ ℒ(d2 − d1).

Вправа 6.6. ∙ Користуючись мiркування-
ми про когерентнi пучки без скруту зi сто-
рiнки 58, покажiть, що кожен нерозклад-
ний когерентний пучок без скруту над про-
ективною конфiгурацiєю X типу As iзо-
морфний одному з пучкiв (ikl)∗ℒ, де ikl —
занурення вX об’єднання компонентXkl =

= �(
∪l
i=kXi), а ℒ = ℒ(dk, dk+1, . . . , dl) —

векторне розшарування над Xkl.
∙ Обчислiть когомологiї цих пучкiв.

Порада: Для обчислення когомологiй скори-
стайтеся тим, що ikl, як кожне замкнене занурен-
ня, є афiнним морфiзмом, а тому Hi(X, (ikl)∗ℒ)≃
≃ Hi(Xkl,ℒ) [9, Упражнение III.4.1].





Роздiл 7

Ã-конфiгурацïı

Розглянемо тепер випадок проективних конфi-
гурацiй X типу Ã, коли граф перетинiв є ци-
клом (графом типу Ãs):

∙ ∙ . . . ∙

Тодi можна вважати, що S = {x1, x2, . . . , xs },
x′i ∈ Xi, x′′i ∈ Xi+1, де ми вважаємо, що Xs+i =

= Xi i xs+i = xi, зокрема, Xs+1 = X1. У цьому
випадку зручно записувати матрицi W (i, d, x),
як показано на малюнку 3 (теж для s = 4) з тими
самими позначеннями й домовленостями, що й у
попередньому роздiлi. Зокрема, iзоморфiзми об’-
єктiв з El(W ) вiдповiдають тим самим перетво-
ренням (1–2) зi сторiнки 81. В результатi зно-
ву отримуємо задачу про в’язки ланцюгiв Ei =

= { eid ∣ d ∈ ℤ } , Fi = { fi } та E′i = { e′id ∣ d ∈ ℤ },
F′i = { fi } (1 ⩽ i ⩽ s), з вiдношенням еквiва-
лентностi eid ∼ e′i−1,d i fi ∼ f ′i . (Тут ми також
замiнюємо s + i на i, зокрема, 0 на s i s + 1 на
1). Зауважимо, що цього разу кожне повне слово
починається виразом a ∼ b для деяких лiтер a, b,
оскiльки кожна лiтера має еквiвалентну їй. Тодi

87
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низка, визначена таким словом, обов’язково має
нульовий рядок або стовпчик (який вiдповiдає
лiтерi a), а тому не може вiдповiдати жодному
векторному розшаруванню. Отже, всi векторнi
розшарування походять зi стрiчок.
Легко бачити, що, з точнiстю до взяття оберне-

ного слова та циклiчного зсуву, кожне циклiчне
слово має вигляд:

e′rs,d1 ∼ e1d1 − f1 ∼ f ′1 − e′2d2 ∼ e2d2 − f2 ∼
∼ f ′2 − ⋅ ⋅ ⋅ − e′rs−1,drs

∼ ers,drs − frs ∼ frs,

тобто задається послiдовнiстю чисел d = (d1, d2,
. . . , drs). Ця послiдовнiсть має довжину, кратну s
i визначається з точнiстю до циклiчного s-зсуву :
d=(d1, d2, . . . , drs) 7→d(ks) =(dks+1, dks+2, . . . , dks).
Крiм того, вона мусить також бути аперiодичною;
це означає, що d ∕= d(ks) при 0 < k < r. Звiдси
випливає опис векторних розшарувань над кри-
вою X .

Теорема 7.1. (1) Будь-яке нерозкладне век-
торне розшарування над проективною кон-
фiгурацiєюX типу Ãs визначається трiй-
кою (d,m, �), де d = (d1, d2, . . . , drs) — та-
ка послiдовнiсть цiлих чисел, що d ∕= d(ks)

при 0 < k < r, m ∈ ℕ, а � ∈ |×.
Позначимо вiдповiдне векторне розша-

рування через ℬ(d,m, �). Очевидно, його
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ранг дорiвнює mr, а степiнь — m
∑rs

i=1 di.
Якщо degk ℬ — степiнь обмеження розша-
рування ℬ на k-ту компоненту кривої X ,
то degk ℬ(d,m, �) = m

∑
i≡k (mod s) di.

(2) ℬ(d,m, �) ≃ ℬ(d′,m′, �′) тодi й тiльки
тодi, коли m = m′, �′ = � i d′ є циклi-
чним s-зсувом d: d′ = d(ks) для деякого k.

Зауважимо, що OX ≃ ℬ(0̄, 1, 1), де 0̄ позначає
послiдовнiсть (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s разiв

).

Будову цих векторних розшарувань можна про-
iлюструвати досить простими малюнками. Не-
хай спочатку m = 1. Розшарування ℬ(d, 1, �)

«клеїться» з лiнiйних розшарувань на компонен-
тах Xi, як показано на малюнку 4. На ньому i-та
горизонтальна лiнiя символiзує лiнiйне розшару-
вання над Xi степеня, вказаного над цiєю лiнi-
єю, її лiвий i правий кiнцi вiдповiдають базисним
елементам цього розшарування в точках x′i та
x′′i−1, а пунктирнi лiнiї показують, якi з них кле-
яться. Всi цi склеювання тривiальнi, за винятком
того, яке сполучає найвищу праву точку з най-
нижчою лiвою, де ми ототожнюємо один вектор
з другим, помноженим на �. Якщо ж m > 1, то
треба взяти по m копiй кожного з цих лiнiйних
розшарувань, знову визначити всi склеювання,
як тривiальнi (перший вектор з першим, другий
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Мал. 4

∙ d1
∙�

∙ d2 ∙

∙ d3 ∙

...

∙ drs ∙

з другим, тощо), крiм останнього, коли отото-
жнення «пiдкручується» за допомогою жорда-
нової клiтини Jm(�), тобто якщо u1, u2, . . . , um —
базиснi вектори вiдповiдних копiй першого роз-
шарування, а v1, v2, . . . , vm — останнього, то u1

ототожнюється з �v1, u2 — з �v2 + v1, . . . , um —
з �vm + vm−1.
Цього разу ми одержуємо нерозкладнi вектор-

нi розшарування довiльного рангу. Бiльше того,
якщо фiксувати «дискретнi параметри» d та m,
то векторнi розшарування ℬ(d,m, �) утворюють
однопараметричну сiм’ю з базою |× = A1 ∖ {0}.
Зауважимо, що при фiксованих рангу й степеню
таких сiмей буде безлiч. Дiйсно, ми можемо в
послiдовностi (d1, d2, . . . , drs) замiнити, скажiмо,
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d1 на d1 + k, а ds+1 — на ds+1 − k, не змiнив-
ши анi рангу, анi степеня. При цьому не змiню-
ються навiть степенi degk ℬ обмежень розшару-
вання ℬ на компоненти Xk кривої X . Втiм, по-
дiбнi змiни цiлком аналогiчнi «пiдкрутцi» коге-
рентних пучкiв на проективних многовидах. Дiй-
сно, розглянемо лiнiйнi розшарування вигляду
ℒ(ℓ) = ℬ(ℓ, 1, 1), де ℓ = (l1, l2, . . . , ls). Тодi

ℒ(ℓ)⊗ ℬ(d,m, �) ≃ ℬ(d + ℓr,m, �), де

ℓr = (l1, l2, . . . , ls, l1, l2, . . . , ls, . . . , l1, l2, . . . , ls︸ ︷︷ ︸
r разiв

).

Це розшарування, якi одержуються з тривiаль-
ного пiдкруткою на dk на кожнiй компонентi Xk.
Поклавши lk = −min { di ∣ i ≡ k (mod s) }, ми
отримаємо послiдовнiсть d+ℓr, в якiй всi компо-
ненти невiд’ємнi. Очевидно, що таких послiдов-
ностей при фiксованому рангу й степеню є лише
скiнченна кiлькiсть. Отже, всi нашi однопараме-
тричнi сiм’ї одержуються iз скiнченної їх кiлько-
стi пiдкрутками на компонентах. Зауважимо та-
кож, що якщо покласти lk = −⌊degk ℬ/mr⌋, то
для пiдкрученого пучка ℬ′ матимемо нерiвностi
0 ⩽ degk ℬ′ < mr = rkℬ′.
Знов-таки, з цього явного опису можна отри-

мувати iнформацiю про властивостi векторних
розшарувань, наприклад, обчислити їх когомо-
логiї. Оскiльки цi обчислення цiлком аналогiчнi
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тим, якi ми використали при доведеннi твердже-
ння 6.4, залишаємо їх як вправу для читача.

Вправа 7.2. Для довiльної послiдовностi цi-
лих чисел d = (d1, d2, . . . , dn) визначимо її циклi-
чну додатну частину, як таку пiдпослiдовнiсть
d′ = = (dk+1, dk+2, . . . , dk+l) її циклiчного зсуву
d(k), де 0 ⩽ k < n, а 1 ⩽ l < n, якщо k ∕= 0, i
1 ⩽ l ⩽ n, якщо k = 0, в якiй di ⩾ 0 для всiх
k < i ⩽ k + l, але якщо l < n, то i dk < 0, i
dk+l+1 < 0 (нагадаю, що ми поклали dn+i = di).
Визначимо її ефективну довжину L(d′) як l,
якщо l = n або d′ = (0, 0, . . . , 0), i як l + 1 в iн-
ших випадках. Нарештi, покладемо �(d, �) = 1,
якщо � = 1 i d = (0, 0, . . . , 0), i �(d, �) = 0 в iн-
ших випадках. Тодi для кожного нерозкладного
векторного розшарування ℬ = ℬ(d,m, �) з тео-
реми 7.1

h0(ℬ) = m
( rs∑

i=1

(di + 1)+ −
∑
d′∈P

L(d′)
)

+ �(d, �),

h1(ℬ) = m
( rs∑

i=1

(di + 1)− + rs−
∑
d′∈P

L(d′)
)

+ �(d, �),

де P — множина циклiчних додатних частин по-
слiдовностi d. Зокрема,

�(ℬ) = �(ℬ̃)−mrs, де ℬ̃ = Õ ⊗O ℬ ≃ �∗�
∗ℬ.
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Наприклад, �(OX) = 0, а тому арифметичний
рiд кривої X дорiвнює 1− �(OX) = 1.

Вправа 7.3. Доведiть, що кожен когерентний
пучок без скруту ℱ над X , який не є локально
вiльним, однозначно визначається парою (k,d),
де 0 ⩽ k < s, а d — послiдовнiсть цiлих чисел
(d1, d2, . . . , dn) довiльної довжини. Його будова
зображена на малюнку 5. Тут i-та горизонталь-

Мал. 5

∙ d1 ∙

∙ d2 ∙

∙ d3 ∙

...

∙ d3 ∙

на лiнiя зображує лiнiйне розшарування степе-
ня, вказаного над нею, над компонентою Xk+i,
її лiвий i правий кiнцi — базиснi елементи цьо-
го розшарування в точках x′k+i та x

′′
k+i−1, пун-

ктирнi лiнiї символiзують «склеювання», причо-
му всi цi склеювання тривiальнi, тобто базисний
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елемент ототожнюється з базисним. Пiдрахуйте
rk(ℱ), hi(ℱ) i dimℱ(x) для всiх точок x ∈ X .

(Порiвняйте зi вправою 6.6).

Вправа 7.4. Нехай X — завузлена кубiка, тоб-
то s = 1, X̃ = ℙ1 i X має єдину особливу то-
чку x, яка є простою подвiйною точкою. Дове-
дiть, що якщо векторне розшарування ℬ(d,m, �)

є стабiльним, то m = 1, а всi числа послiдовно-
стi d належать множинi { d, d + 1 } для деякого
d ∈ ℤ. Крiм того, ℬ(d, 1, �) є стабiльним тодi
й тiльки тодi, коли таким є ℬ(d − d1̄, 1, 1), де
1̄ = (1, 1, . . . , 1) (отже, всi числа з d − d1̄ — це
або 0, або 1).

Порада: Якщо di ⩽ dj − 2, то iснує нену-
льовий морфiзм f : Õ(di) → Õ(dj), для якого
f (x′) = f (x′′) = 0. Вiн iндукує необоротний не-
нульовий ендоморфiзм ℬ(d,m, �). Якщо ж di ∈
∈ { d, d + 1 }, то End(ℬ(d,m, �)) ≃ End(W ), де
W = B(w,m, �) — вiдповiдна стрiчка з El(W ).

Опис стабiльних векторних розшарувань над
завузленою кубiкою дали I. Бурбан [14, 12] та
С.Мозговий [29]. У роздiлi 9 ми запропонуємо
iнший пiдхiд, розвинений Л.Боднарчук [13].

Приклад 7.5. Завершимо цей роздiл прикла-
дом нерозкладного векторного розшарування над
завузленою кубiкою, яке не є напiвстабiльним.
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Це розшарування ℬ = ℬ((0, 5), 1, 1). Для ньо-
го rkℬ = 2, degℬ = 5, тобто �(ℬ) = 5/2. Не-
хай ℒ — лiнiйне розшарування степеня 3 (тоб-
то ℒ = ℬ(3, 1, �) для деякого �). Iснує нену-
льовий морфiзм f : ÕX(3) → ÕX(5), для яко-
го f (x′) = f (x′′) = 0. Вiн iндукує ненульовий
морфiзм ℒ → ℬ. Отже, ℬ мiстить пiдпучок, iзо-
морфний ℒ, який має нахил 3, тобто ℬ не є на-
пiвстабiльним.



Роздiл 8

Дикi випадки

Виявляється, що розглянутi класи проектив-
них кривих: проективна пряма, елiптичнi кривi,
проективнi конфiгурацiї типiв A та Ã — вичер-
пують усi випадки, коли можна одержати бiльш-
менш «прийнятний» опис усiх векторних розша-
рувань. Всi iншi проективнi кривi є, як зараз
кажуть, ВР-дикими (дикими вiдносно класифi-
кацiї векторних розшарувань). Неформально, це
означає, що опис векторних розшарувань над та-
кою кривою мiстить опис зображень усiх скiн-
ченно породжених алгебр над полем k. Наведемо
й формальне означення.

Означення 8.1. Крива X зветься ВР-дикою,
якщо для кожної скiнченнопородженої алгебри
Λ над полем k iснує точний функтор Φ : Λ-mod→
VB(X), де Λ-mod позначає категорiю всiх скiн-
ченновимiрних Λ-модулiв, такий, що з iзоморфi-
зму Φ(M) ≃ Φ(N) випливає iзоморфiзмM ≃ N ,
а якщо модуль M нерозкладний, таким є й век-
торне розшарування Φ(M).

Такий функтор Φ звуть «зображувальним за-
нуренням».

97
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Очевидно, не можна сподiватися на повний опис
векторних розшарувань над BР-дикими криви-
ми. Незважаючи на це, вивчення спецiальних кла-
сiв розшарувань над ними залишається важли-
вою й перспективною задачею. Так, дослiдження
стабiльних розшарувань над неособливими кри-
вими (бiльшiсть з яких є ВР-дикими) займає ва-
жливе мiсце в сучаснiй алгебричнiй геометрiї. У
наступному роздiлi ми побачимо, що технiка ма-
тричних задач дає, зокрема, ефективний метод
вивчення стабiльних розшарувань над особливи-
ми кривими.

Теорема 8.2. Якщо проективна крива X не є
анi проективною прямою, анi елiптичною кри-
вою, анi проективною конфiгурацiєю типу A або
Ã, то вона є ВР-дикою.

Доведення. Спочатку зауважимо, що доста-
тньо знайти зображувальне занурення Φ : Λ-mod

→ VB(X) для однiєї алгебри Λ, а саме, для вiль-
ної некомутативної k-алгебри з двома твiрними
Σ = k⟨ z1, z2 ⟩. Це безпосередньо випливає з такої
леми.

Лема 8.3. Для кожної скiнченнопородженої
алгебри Λ над полем k iснує зображувальне за-
нурення Φ : Λ-mod→ Σ-mod.
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Доведення. Нехай a1, a2, . . . , an — твiрнi ал-
гебри Λ. Скiнченнопороджений Λ-модуль M за-
дається набором квадратних матрицьA1, A2, . . . ,

An над полем k, якi задовольняють певним спiв-
вiдношенням (тим самим, яким задовольняють
твiрнi a1, a2, . . . , an). Будемо писати M = M(A1,

A2, . . . , An. Гомоморфiзм

M (A1, A2, . . . , An)→M (B1, B2, . . . , Bn)

задається матрицею C такою, що CAi = BiC

для всiх i. Модуль M (A1, A2, . . . , An) є розклад-
ним тодi й тiльки тодi, коли iснує така матриця
E, що EAi = AiE для всiх i, E2 = E i E не є нi
нульовою, нi одиничною. Зокрема, Σ-модуль за-
дається довiльною парою матриць Z1, Z2. Якщо
M = M (A1, A2, . . . , An) — деякий Λ-модуль, то
визначимо Φ(M) як Σ-модуль, заданий такою па-
рою Z1, Z2:

Z1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A1 I 0 . . . 0 0

0 A2 I . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . An−1 I

0 0 0 . . . 0 An

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Z2 = diag (�1I, �2I, �3I, �4I, �5I ),
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де �1, . . . , �5 — попарно рiзнi елементи поля k, а
I — одинична матриця того ж розмiру, що й ма-
трицi Ai. Легко бачити, що довiльний гомомор-
фiзм Φ(M)→ Φ(M ′), деM ′ = M (A′1, A

′
2, . . . , A

′
n),

буде задавитися блочно-дiагональною матрицею
diag(C,C, . . . , C), причомуC ∈ HomΛ(M,M ′) (пе-
ревiрте це!). Очевидно, звiдси випливає, що Φ є
зображувальним зануренням. □

Наслiдок 8.4. Крива X є ВР-дикою тодi й
тiльки тодi, коли iснує зображувальне зануре-
ння Σ-mod→ VB(X).

Доведення теореми 8.1 складається з кiлькох
випадкiв. У кожному з них для деякої кривої
буде побудоване зображувальне занурення Φ :

Σ-mod → VB(X). Оскiльки перевiрка того, що
Φ є зображувальним зануренням, зводиться до
прямих матричних обчислень, ми здебiльшого ви-
пускаємо її й лише в окремих випадках даємо
короткi пояснення.

Випадок 1. X — неособлива крива роду g, де
g > 1.

Оскiльки g > 1, то �(ℒ) < 0 для кожного лiнiй-
ного розшарування степеня 0, а тому h1(ℒ) > 0.
Зокрема,

Ext1
X(O(x),O(y)) ≃ H1(O(y − x)) ∕= 0,
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де O = OX , а x, y ∈ X . З iншого боку,

HomX(O(x),O(y)) ≃ H0(O(y − x)) = 0,

якщо x ∕= y, а HomX(ℒ,ℒ) = k для кожного
лiнiйного розшарування ℒ.
Нехай x1, x2, x3, x4, x5 — попарно рiзнi точки

кривої X , а �ij — ненульовi елементи з просто-
ру Ext1

X(O(xi),O(xj)). Для кожної пари матриць
Z1, Z2 ∈ Mat(n×n,k), якi визначають Σ-модуль
M = M(Z1, Z2), позначимо через �(Z1, Z2) еле-
мент з простору

Ext1
X

(
nO(x3)⊕nO(x4)⊕nO(x5), nO(x1)⊕nO(x2)

)
,

що задається матрицею

Ξ(Z1, Z2) =

(
�31In �41In �51In
�32In �42Z1 �52Z2

)
,

а через Φ(M) = ℱ(Z1, Z2) — вiдповiдне розши-
рення пучка nO(x3)⊕ nO(x4)⊕ nO(x5) з ядром
nO(x1)⊕nO(x2). Оскiльки HomX(O(xi),OX(xj))

= 0 при i ∕= j, кожен морфiзм � : ℱ(Z1, Z2) →
→ ℱ(Z ′1, Z

′
2) вiдображає пiдпучок nO(x1)⊕O(x2)

у n′O(x1)⊕ n′O(x2), отже, iндукує морфiзми

�1 : nO(x1)⊕ nO(x2))→ n′O(x1)⊕ n′O(x2)

та

�2 : nO(x3)⊕ nO(x4)⊕ nO(x5)→
→ n′O(x3)⊕ n′O(x4)⊕ n′O(x5),
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для яких �1�(Z1, Z2) = �(Z ′1, Z
′
2)� , або, що те

саме,
C1Ξ(Z1, Z2) = Ξ(Z ′1, Z

′
2)C2,

якщо �i заданий матрицею Ci. Крiм того, оби-
двi матрицi C1 та C2 є блочно дiагональними:
C1 = diag(C11, C12) i C2 = diag(C23, C24, C25), де
Cij ∈ HomX(njO(xj), njO(xj)). Тепер з рiвно-
стi C1Ξ(Z1, Z2) = Ξ(Z ′1, Z

′
2)C2 одразу випливає,

що всi матрицi Cij однаковi, Cij = C, i CZi =

= Z ′iC (i = 1, 2), тобто C є морфiзмом модулiв
M(Z1, Z2) → M(Z ′1, Z

′
2). Це означає, що Φ є за-

нуренням категорiй (тим бiльше, зображувальн-
ним зануренням) Σ-mod→ VB(X).

Тепер можна обмежитись розглядом особливих
кривих.

Випадок 2. Одна з компонент X1, X2, . . . , Xs

кривої X не є рацiональною.
Припустимо, що X1 — нерацiональна, тобто її

нормалiзацiя X̃1 має рiд g ⩾ 1. Оскiльки X є
зв’язною, то iснує особлива точка p, яка нале-
жить доX1. Припустимо, що точка p має на нор-
малiзацiї X̃ принаймнi два прообрази (якщо про-
образ лише 1, то алгебра F̃p не є напiвпростою,
що лише спрощує обчислення, див. нижче). Не-
хай { p1, p2, . . . , pt } — всi прообрази p, причому
p1 ∈ X̃1, а Y — компонента X̃ , на якiй лежить то-
чка p2 (можливо, Y = X̃1). Нехай { pt+1, . . . , pl }
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— всi iншi точки з S̃. Оберемо 4 рiзнi точки xi (i =

1, . . . , 4) на X̃1 ∖ S̃, а на Y ∖ S̃ — ще якусь точку
y (вiдмiнну вiд усiх xi). Для кожного Σ-модуля
M = M(Z1, Z2), де Zi — розмiру n × n, роз-
глянемо об’єкт W = W (Z1, Z2) з El(W ) такий,
що W ∈ W (4nA, nA), де A =

⊕4
k=1 Õ(xk + ky),

всi компоненти W в HomA(4nA, nApi/JApi) при
1 < i ⩽ l — одиничнi матрицi, а його компонента
в HomA(4nA, n(Ap1/JAp1)) дорiвнює⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 0 I

0 0 I I

0 I I Z1

I 0 I Z2

⎞⎟⎟⎟⎠ .

З того, що

HomOX1
(OX1(xk),OX1(xj)) = 0 при k ∕= j

i

HomOY
(OY (ky),OY (jy)) = 0 при k > j,

нескладно вивести, що в такий спосiб отримуємо
зображувальне занурення Σ-mod→ VB(X).

Отже, надалi будемо вважати, що всi компо-
ненти X — рацiональнi, тобто всi компоненти X̃
iзоморфнi ℙ1.

Випадок 3. B не є напiвпростою.
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Виберемо точку p ∈ S, для якої алгебра Bp не
є напiвпростою, i ненульовий елемент � ∈ radBp.
Покладемо A = 4Õ ⊕ 4Õ(x) ⊕ 4Õ(2x) ⊕ Õ(3x),
де x /∈ S̃ належить тiй самiй компонентi, що й p.
Для кожної пари (Z1, Z2) матриць розмiру n×n
розглянемо матрицi

A1 =

(
Z1 Z2

In 0

)
, A2 =

(
In 0

0 In

)
, A3 =

(
In
0

)
i визначимо елемент W = W (Z1, Z2) з простору
W (7nA, nA) як такий, що всi його компоненти,
крiм тiєї, що належить HomA(7nAp,Ap/JAp), є
одиничними матрицями, а остання дорiвнює⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

I2n 0 0 0 �I2n 0 0

0 I2n �I2n 0 0 0 0

0 0 I2n �A1 �A2 0 0

0 0 0 I2n 0 �A2 0

0 0 0 0 I2n �A2 0

0 0 0 0 0 I2n �A3

0 0 0 0 0 0 In

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Знов-таки, безпосереднiми обчисленнями, якi ми
залишаємо читачевi, можна показати, що в та-
кий спосiб одержуємо зображувальне занурення
Σ-mod→ VB(X).

Отже, тепер можна вважати, що алгебра B є
напiвпростою. Iнакше кажучи, всi особливi то-
чки з X є простими кратними точками, тобто
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такими, що число дотичних напрямкiв в кожнiй
з них дорiвнює кратностi цiєї точки.

Випадок 4. Iснує особлива точка p кратностi
l, де l > 2.

Нехай p — точка кратностi l ⩾ 3, а p1, p2, . . . , pl
— всi її прообрази на X̃ . Позначимо через Yi ком-
поненту X̃ , яка мiстить pi (деякi з цих компонент
можуть спiвпадати). Виберемо попарно рiзнi то-
чки yi ∈ Yi ∖ S̃ i покладемо A =

⊕4
k=1 Õ(ky1 +

ky2 + ky3). Для кожної пари (n × n)-матриць
(Z1, Z2) розглянемо об’єктW ∈ W (4nA, nA), для
якого всi компоненти є одиничними матрицями,
крiм тих, якi вiдповiдають точкам p1 i p2, а цi
двi дорiвнюють вiдповiдно⎛⎜⎜⎜⎝

0 0 0 In
0 0 In 0

0 In 0 0

In 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ та

⎛⎜⎜⎜⎝
In In Z1 Z2

0 In In In
0 0 In 0

0 0 0 In

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Ця вiдповiднiсть задає зображувальне занурен-
ня Σ-mod→ VB(X) (перевiрте!).

Нарештi, залишилось розглянути проективнi
конфiгурацiї. Щоб завершити доведення, треба
показати, що якщо проективна конфiгурацiя X
не є ВР-дикою, то кожна компонента X̃ мiстить
щонайбiльше 2 точки з S̃. Якщо ж остання умо-
ва виконана, то X є конфiгурацiєю типу A або
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Ã. Отже, доведення завершується останнiм ви-
падком.
Випадок 5. X — проективна конфiгурацiя i

якась компонента X̃ мiстить принаймнi 3 точки
з S̃.
Нехай S̃1, S̃2, . . . , S̃s — всi компоненти S̃. Бу-

демо вважати, що компонента X̃1 мiстить 3 то-
чки p′1, p

′
2, p
′
3 ∈ S̃, якi походять з рiзних точок

p1, p2, p3 ∈ S, причому тi точки p′′1, p
′′
2, p
′′
3, для

яких �−1(pi) = {p′i, p′′i }, належать iншим компо-
нентам (iншi випадки розглядаються аналогiчно,
причому обчислення є простiшими). Для кожної
пари квадратних матриць Z1, Z2 розмiру n × n

побудуємо елемент W (Z1, Z2) ∈ W (4nA, nA), де
A = 4Õ1⊕

⊕s
i=2

(⊕3
k=0 Õi(k)

)
, а матрицi, якi ви-

значаютьW (Z1, Z2), є одиничними, за винятком
тих, якi вiдповiдають точкам p′2 та p′3, а останнi
дорiвнюють вiдповiдно

P2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 In
0 0 In 0

0 In 0 0

In 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
та

P3(Z1, Z2) =

⎛⎜⎜⎜⎝
In In Z1 Z2

0 In In 0

0 0 In In
0 0 0 In

⎞⎟⎟⎟⎠
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Нехай (fl, fr) — морфiзмW (Z1, Z2)→ W (Z ′1, Z
′
2).

Якщо k > k′, то Hom(Õi(k), Õi(k′)) = 0. Тому та
частина морфiзму fl, яка вiдповiдає компонентi,
що мiстить точку p′′i (i = 1, 2, 3), задається ни-
жньою блочно-трикутною матрицею. Звiдси без-
посередньо випливає, що компонента Fk гомо-
морфiзму fr, яка вiдповiдає вiдображенню про-
сторiв 4nk(pi)→ 4n′k(pi), також мусить бути ни-
жньою блочно-трикутною. Тодi, оскiльки матри-
ця, яка вiдповiдає точцi p′1, одинична, компонен-
та F морфiзму fl, яка задає морфiзм 4nÕ1 →
4n′Õ1, також є нижньою блочно-трикутною. З
iншого боку, з вигляду матрицi P2 випливає, що
F має бути вже верхньою блочно-трикутною. От-
же, вона є блочно-дiагональною: F = diag(C1, C2,

C3, C4). Але FP3(Z1, Z2) = P3(Z ′1Z
′
2)F3 i F3 —

нижня блочно-трикутна. Легко переконатися, що
це можливо лише тодi, коли F = F3, причому всi
компоненти F однаковi: F = diag(C,C,C,C), i
CZj = Z ′jC (j = 1, 2), тобто C є гомоморфiзмом
M(Z1, Z2)→M(Z ′1, Z

′
2). В результатi отримуємо

зображувальне занурення Σ-mod→ VB(X). □





Роздiл 9

Стабiльнi векторнi розшарування

Хоч повний опис векторних розшарувань, ска-
жiмо, над кубiкою з вiстрям, в певному сенсi
нереальне, можна спробувати описати принайм-
нi стабiльнi векторнi розшарування. Насправдi,
для кубiки з вiстрям (i для деяких iнших особли-
вих кривих) це можна зробити, застосовуючи ту
саму технiку бiмодульних категорiй (див. [11] та
[12]).
Нехай X — кубiка з вiстрям, задана в афiннiй

частинi проективної площини рiвнянням y2 = x3.
Вона має єдину особливу точку p = (0, 0) i нор-
малiзацiю � : ℙ1 → X таку, що �−1(p) склада-
ється з єдиної точки, яку ми також позначимо
через p. При цьому кондуктором є J = Õ(2p),
отже, A = O/J = | i B = Õ/J ≃ |[t]/t2, де t
— локальний параметр на ℙ1 у точцi p. Оскiльки
Õ/O ≃ |, �(O) = �(Õ)− 1 = 0, тобто g(X) = 1.
Зокрема, можна застосувати наслiдок 2.4 i твер-
дження 2.5. З них випливає, що стабiльнi век-
торнi розшарування — це те саме, що цеглини,
тобто векторнi розшарування, якi мають лише
скалярнi ендоморфiзми.

109
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Основний результат цього роздiлу — опис ста-
бiльних векторних розшарувань над кубiкою з
вiстрям.

Теорема 9.1. (1) Якщо векторне розшару-
вання ℱ стабiльне, то його ранг i степiнь
спiвпервиннi.

(2) Навпаки, якщо нсд (r, d) = 1, то стабiльнi
векторнi розшарування рангу r i степеня
d iснують i утворюють однопараметри-
чну сiм’ю ℬ(r, d;�), параметризовану |.

Зауважимо, що цей опис цiлком аналогiчний
випадку елiптичних кривих (Наслiдок 2.13), ос-
кiльки в даному випадку Pic0X ≃ |.

Доведення. Скористаємося сендвич-проце-
дурою i бiмодульними категорiями, як це визна-
чено у роздiлах 3 та 4. Ми завжди ототожню-
ємо Õ(d)/J Õ(d) з B. Якщо морфiзм Õ(d) →
→ Õ(d′) заданий многочленом f (t), то iндуко-
ване вiдображення B → B також є множенням
на f (t), або, що те саме, на його лiнiйну части-
ну. Тому, якщо розглянути бiмодуль W з роздi-
лу 4, який виникає з сендвiч-категорiї, пов’яза-
ної з кривою X , елементи з W (rA,

⊕
nmnO(n))

можна зображати, як блочнi матрицi (стовпчи-
ки з блокiв) W = (W (n)), де W (n) має розмiр
mn × r i коефiцiєнти з B. Аналогiчно, морфiзм
f : W → W ′ ∈ W (r′A,

⊕
dm

′
dO(n)) задається
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парою матриць (f1, f0), в якiй f0 ∈ Mat(r′×r,k),
а f1 — блочна матриця: f1 = (�n′n), де �n′n має
розмiр m′n′ × mn i коефiцiєнти з |[t]n′−n (нулi,
якщо n′ < n). Цi матрицi повиннi задовольня-
ти рiвностi W ′(n′)f0 =

∑
n �n′nW (n). Крiм того,

матриця W вiдповiдає векторному розшаруван-
ню тодi й тiльки тодi, коли вона є оборотною,
а морфiзм f є iзоморфiзмом тодi й тiльки тодi,
коли оборотними будуть всi матрицi �nn та ма-
триця f0. Позначимо через E повну пiдкатегорiю
в El(W ), яка складається з оборотних матриць
W . Оскiльки VB(X) ≃ T (X) ≃ E , то стабiль-
нi векторнi розшарування над X знаходяться у
взаємно однозначнiй вiдповiдностi з цеглинами
в категорiї E , отже, нам потрiбно вивчати цi це-
глини. Зауважимо, що коли W ∈ E , то ранг вiд-
повiдного векторного розшарування ℱ дорiвнює
r =

∑
nmn, а degℱ = d =

∑
n nmn. Позначимо

rkW = r i degW = d i назвемо їх вiдповiдно
рангом i степенем блочної матрицi W .
Так само, як у вправi 7.4, легко довести

Твердження 9.2. Якщо W ∈ E є цеглиною,
то mi = 0 за винятком щонайбiльше двох зна-
чень: mn та, можливо, mn+1.

Доведення. Вправа! □

Завдяки цьому твердженню далi завжди вва-
жатимемо, що матриця W має щонайбiльше 2
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блоки: W (n) i, можливо, W (n+ 1), розмiрiв вiд-
повiдно k × r i l × r. Тодi r = rkW = k + l i d =

= degW = nk + (n+ 1)l. Зазначимо, що розмiри
k, l та номер n однозначно вiдновлюються за чи-
слами r i d, а саме, n = ⌊d/r⌋, l = d − rn i k =

= r−l. Зауважимо також, що нсд (k, l)=нсд (r, d).
Повну пiдкатегорiю в E , яка складається з усiх
таких матриць, позначимо через En. Очевидно,
всi цi категорiї еквiвалентнi, а тому можна обме-
житись розглядом категорiї E0, в якiй матрицi
мають лише блоки W (0) та, можливо, W (1).
Зручно записувати W як суму W = W0⊕ tW1,

де W0 та W1 мають коефiцiєнти з поля k. Така
матриця є оборотною тодi й тiльки тодi, коли
оборотною є W0. За цiєї умови W0 зводиться до
одиничної матрицi:

W0 =

(
Ik 0

0 Il

)
, i вiдповiдно W1 =

(
A1 A0

A3 A2

)
,

де горизонтальна лiнiя показує подiл W на бло-
ки W (0) (верхнiй) та W (1) (нижнiй). Далi буде-
мо фiксувати матрицю W0 i вивчати лише W1.
Легко перевiрити, що тодi пари матриць f0, f1

якi визначають морфiзми W , мають вигляд

f0 =

(
C1 0

C0 C2

)
, f1 =

(
C1 0

C0 + �t C2

)
,

де Ci та � — матрицi над k. Така пара задає
iзоморфiзм тодi й тiльки тодi, коли матрицi C1
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i C2 оборотнi. Взявши в якостi C1, C2 одиничнi
матрицi й поклавши C0 = 0 i � = −A3, ми зро-
бимо нульовою матрицю A3. Це не змiнює ви-
гляду матриць, якi задають морфiзми, але блок
� в них буде однозначно визначатися через iн-
шi блоки. Тепер матриця W , а тому й векторне
розшарування ℱ , задається трiйкою (A0, A1, A2),
а морфiзм W → W ′, де матриця W ′ визначена
трiйкою (A′0, A

′
1, A

′
2), задається трiйкою матриць

(C0, C1, C2) такою, що виконуються рiвностi:

C1A0 = A′0C2,

C1A1 = A′1C1 + A′0C0,

C2A2 + C0A0 = A2C2.

(9.1)

Трiйки (A0, A1, A2) з морфiзмами, визначени-
ми формулами 9.1, знову можна розглядати як
елементи бiмодульної категорiї El(V ). Для цього
треба розглянути категорiю P0 шляхiв сагайда-
ка (орiєнтованого графа) 1

c0−→ 2 i P0-бiмодуль
V0 такий, що простори V0(1, 1),V0(2, 2) та V0(2, 1)

є одновимiрними й породженi, вiдповiдно, еле-
ментами a1, a2 та a0, V0(1, 2) = 0, а дiя катего-
рiї визначається правилами c0a0 = a2, a0c0 =

= a1, c0a1 = a2c0 = 0. Тепер за V треба взяти
продовження бiмодуля V0 на адитивне замикан-
ня P категорiї P0 (переконайтесь у цьому).
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Якщо l = 0, тобто W = W (0), матрицi A0, A2

зникають, а A1 можна звести до жорданової нор-
мальної форми. ЯкщоW є цеглиною, то A1 скла-
дається з однiєї одновимiрної клiтини J1(�): iна-
кше W матиме нетривiальнi ендоморфiзми. По-
значимо вiдповiдне векторне розшарування че-
рез ℬ(1, 0;�) (або через ℬ(1, n;�), якщо розгля-
даємо категорiю ℰn; при цьому r = 1, d = n).
Нехай тепер l ∕= 0, тобтоW (1) i A0 наявнi. Зве-

демо A0 до дiагонального вигляду: A0 =

(
I 0

0 0

)
.

Наступне просте мiркування є насправдi ключо-
вим в усьому доведеннi.

Лема 9.3. Якщо W є цеглиною, то rkA0 =

= min(k, l).

Доведення. Якщо це не так, то останнiй стов-
пчик i останнiй рядок в A0 є нульовими. Тодi
трiйка (C0, C1, C2), де C1 = C2 = 0, а

C0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0

. . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

1 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

визначає нетривiальний ендоморфiзм матрицiW .
□
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Зокрема, якщо k = l, то A0 = Ik. Поклавши
C1 = Ik, C2 = Il, C0 = −A2, перетворюємо ма-
трицю A2 на нульову. Тодi A1 зводиться до жор-
данової нормальної форми i знов-таки вона може
мiстити лише одну одновимiрну клiтину J1(�),
отже, k = l = 1, r = 2 i d = 1. Вiдповiдне век-
торне розшарування позначимо через ℬ(2, 1;�)

(через ℬ(2, 2n + 1;�), якщо ми розглядаємо ка-
тегорiю ℰn; тодi d = 2n + 1).
Припустимо тепер, що k < l; тодi A0 зводиться

до вигляду
(
Ik 0

)
, пiсля чого можна перетвори-

ти матрицю A1 на нульову, а A2 звести до ви-

гляду A2 =

(
B1 B0

0 B2

)
, де B1 — розмiру k × k,

а B2 — розмiру (l − k) × (l − k) (перевiрте це).
Тепер нескладно перевiрити (зробiть це), що, вiд-
ображаючи трiйку (A0, A1, A2) у (B0, B1, B2), ми
визначаємо строгий точний функтор («занурен-
ня категорiй») El(V ) → El(V ). Зауважимо, що
при цьому пара розмiрiв (k, l) замiнюється на
(k, l − k). Отже, можна скористатися iндукцiєю
(скажiмо, за бiльшим з цих розмiрiв). Обчисле-
ння у випадку k > l цiлком аналогiчнi; в резуль-
татi ми одержуємо трiйку з розмiрами (k − l, l).
Цим i завершується доведення. □

Вправа 9.4. (1) Користуючись щойно опи-
саною рекурсивною процедурою «зведен-
ня», доведiть, що для кожної цеглини W з
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категорiї ℰ вiдповiдна трiйка (A0, A1, A2) є

такою, що rk
(
A1 A0

)
= k i rk

(
A0

A2

)
= l.

(2) Виведiть з (1), що для векторного розша-
рування ℬ = ℬ(r, d, �)

h0(ℬ) =

⎧⎨⎩
d, якщо d > 0,

1, якщо d = � = 0,

0 в iнших випадках;

h1(ℬ) =

⎧⎨⎩
−d, якщо d < 0,

1, якщо d = � = 0,

0 в iнших випадках.

Порада: Тут доцiльно використати такi ж мiр-
кування, що й у доведеннi твердження 6.4.

Вправа 9.5. Скористайтеся подiбною процеду-
рою, щоб довести аналоги теореми 9.1 та впра-
ви 9.4 для завузленої кубiки y2 = x3 + x2. Саме,
якщо X — завузлена кубiка, то:

(1) Якщо ℱ — стабiльне векторне розшару-
вання, його ранг i степiнь спiвпервиннi.

(2) Навпаки, якщо нсд (r, d) = 1, то стабiльнi
векторнi розшарування рангу r i степеня
d iснують i утворюють однопараметри-
чну сiм’ю ℬ(r, d;�), параметризовану k×.
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(3) Для ℬ = ℬ(r, d;�)

h0(ℬ) =

⎧⎨⎩
d, якщо d > 0,

1, якщо d = 0, � = 1

0 в iнших випадках;

h1(ℬ) =

⎧⎨⎩
−d, якщо d < 0,

1, якщо d = 0, � = 1

0 в iнших випадках.

Оскiльки для завузленої кубiки Pic0X ≃ k
× [7],

знову маємо аналогiю з випадком елiптичних кри-
вих.

Порада: Згiдно з роздiлом 7, зокрема, iз впра-
вою 7.4, опис таких розшарувань зводиться до
пошуку цеглин серед стрiчок для в’язки ланцю-
гiв E1 = { e1, e2 } , F1 = {f}, E′1 = { e′1, e′2 } , F′1 =

= {f ′}, ei ∼ e′i, f ∼ f ′. Зведiть великий блок,
який вiдповiдає ланцюгам E1,F1, до одиничного
вигляду, пiсля чого одержимо нову в’язку, яка
складається з однiєї пари ланцюгiв E={b1 < b2},
F = { a1 < a2 }, ai ∼ bi. Користуючись резуль-
татами роздiлу 5, доведiть, що в кожнiй цеглинi
для нової в’язки ланцюгiв матрицяW (a2, b1) має
максимальний ранг: rkW (a2, b1) = min(na2, nb1).
Далi наслiдуйте доведення теореми 9.1.
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