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Ю. А . Д Р О З Д 

КОНЕЧНЫЕ МОДУЛИ НАД ЧИСТО НЕТЕРОВЫМИ АЛГЕБРАМИ 

1. Введение 

Назовем нетеревой алгеброй такое кольцо А, что его центр С нетеров и А 
является конечно-порожденным С-модулем. Если, кроме того, А не содержит 
минимальных идеалов, будем говорить, что А — чисто нетерова алгебра. 
Обозначим mod-^. категорию конечно-порожденных (правых) А -модулей, 
x)v-A — ее полную подкатегорию, состоящую из проективных модулей, и 
fin-̂ 4 — категорию Л-модулей конечной длины. Очевидно, îm-A = TJ lm-Amy 

где m пробегает пространство максимальных идеалов центра max С, а Ат 

обозначает m-адическое пополнение кольца А, 
Хорошо известно [2], что если А —С — дедекиндово кольцо, то неразложи

мый А -модуль M конечной длины однозначно определяется своей длиной lA (М) 
и носителем s (M), т. е. единственным идеалом m Ç max С, для которого Мт=^0. 
Из работ [5, 16] следует, что если А — наследственная чисто нетерова алгебра, 
то для любого m G max С кольцо A m обобщенно-однорядно, а потому неразло
жимый Л-модуль M конечной длины однозначно определяется своей длиной, 
носителем и проективным накрытием (как Лт-модуля). 

Напомним еще несколько примеров, в которых получено «хорошее» описа
ние А -модулей конечной длины (как говорят, алгебра А — «ручная»), 

1.1. А^К [х, у]/(ху), где К — некоторое поле [3]. 
1.2. А=К<х, у>/(х\ у2) [1, 18]. 

Заметим, что в этом случае А можно отождествить с подкольцом в М2 (К [t]),' 
состоящим из таких матриц (а> 7), в которых а п (0)^а 2 2 (0), а а 1 2 ( 0 ) = 0 (для 
этого нужно отождествить х с е п , a у с te12). 
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1.3. Рассмотрим «задачу Гельфанда» [13]: описание диаграмм конечно
мерных векторных пространств вида 

a d 

о с 

где ab=cd. Легко видеть, что такие диаграммы можно трактовать как модули 
конечной длины над подкольцом Л С М3 (К [t]), состоящим из матриц, в кото
рых a.j (0)=0 при 2=7̂ =̂=7̂ =7, для этого нужно отождествить Vi с Меи, оператор а —-
с умножением на е21, b — с умножением на te12, с — на е23 и d — на te32. 

С другой стороны, если А=К [х, у], то, как показано в [4, 11], описание 
А -модулей конечной длины содержит в себе классификацию любых наборов 
линейных операторов (как говорят, алгебра А — «дикая»). Цель настоящей 
работы — установить, какие чисто нетеровы алгебры являются ручными, 
а какие дикими. 

Для упрощения изложения будем предполагать, что С — конечно-порожден
ная алгебра над алгебраически замкнутым полем К, либо локализация, либо 
пополнение такой алгебры по некоторому максимальному идеалу. В этом случае 
термин «ручной» и «дикий» можно определить, как в [6, 7] . Именно, назовем 
представлением А над некоторой üT-алгеброй Л бимодуль KFÄ, конечно-поро-
ждендьш и проективный как левый Л-модуль. Такое представление назовем 
строгим, если из того, что N ® AF=M ® &F для некоторых N, MÇfin-A, 
следует, что и №^М. Алгебра А называется дикой, если у нее есть строгое пред
ставление над любой конечно-порожденной iT-алгеброй А (как известно, для 
этого достаточно, чтобы А имела строгое представление над свободной алгеброй 
Л=К <(х, у) с двумя образующими). 

Рациональной алгеброй называется [6] конечно-порожденная jfiT-алгебра Г, 
такая, что К [t] С Г с К (t). Говорят, что алгебра Л — ручная, если для любого 
m Ç max С и любого натурального I существует конечное множество представле
ний {FV ..., F8) алгебры А над некоторыми рациональными алгебрами Г х, . . Т 8 

соответственно, такое, что всякий неразложимый Л-модуль длины I с носителем 
m изоморфен TV С$т{Р{ для некоторого i и некоторого N £ fin-Г,.. 

Никакая алгебра не может быть одновременно ручной и дикой [6], причем А 
ручная тогда и только тогда, когда все АТ ручные. Более того, если некоторая 
Л m дикая, то и Л дикая. Наследственная чисто нетерова алгебра ручная, так 
как имеет лишь конечное число неразложимых модулей с данной длиной и носи
телем. Из дальнейших выкладок следует, что, и наоборот, если для любых I 
и tn существует лишь конечное число неразложимых Л-модулей длины I с носи
телем m (где Л — чисто нетерова алгебра), то Л наследственна. 

Для формулировки основной теоремы введем следующие обозначения. Если 
m £ max С, положим / ш = rad АТ (радикал Джекобсона), Вт = End / т (как 
левого Лт-модуля). Так как А чисто нетерова, естественный гомоморфизм 
Л ш -> Вт ияъективен, т. е. Л ш можно рассматривать как подкольцо в Вт. 
Обозначим dm(Л) — тахи1А^Вт(^А Е/), где U пробегает все простые левые 
Л-моду ли. 

Т е о р е м а ! Для того чтобы чисто нетерова алгебра А была ручной, необ
ходимо и достаточно, чтобы для любого m £ max С выполнялись условия: 

1) Вт наследственно; 

2) r a d 5 m = / m ; 

3 ) А т ( Л ) < 2 . ,-. 

87. 



В противном случае алгебра А дикая. 
З а м е ч а н и е 1. При соответствующем изменении определений ручной 

и дикой алгебры теорема 1 остается верной для любых чисто нетеровых алгебр. 
Принципиальная схема доказательства также сохраняется, хотя выкладки ста
новятся более громоздкими. 

З а м е ч а н и е 2. Если алгебра Ат является базисной, т. е. AmjJm — пря

мое произведение тел, то dm(A) совпадает с числом образующих Вт как пра

вого Лш-модуля. Однако в общем случае это не так. Действительно, пусть 

S = K[[t]] и А—подкольцо в MS(S), состоящее из таких матриц (а^.), в кото

рых а 1 3 (0) = а 2 3 (0) = 0. Тогда С = S содержит единственный максимальный 

идеал m, причем Ат — А. Легко видеть, что / = rad А = Мъ (m), a J5 = E n d / = : 

— MZ(S), откуда сразу получаем d m ( A ) = 2, но число образующих В как 

Л-модуля равно 3 . Этот пример показывает, что в формулировке основной теоремы, 

приведенной в докладе [8 ] , условие (3) неверно: в нем вместо числа образующих 

должна фигурировать величина dm(A). 

З а м е ч а н и е 3. Из условий 1), 2) и результатов работы [10] следует, что 
Вт совпадает и с кольцом эндоморфизмов / т как правого Л т -модуля . Поэтому 
в определениях и формулировке теоремы 1 можно заменять друг на друга 
слова «левый» и «правый» (в любом варианте). 

2. Предварительные результаты 

Очевидно, алгебра А удовлетворяет условиям 1)—3) тогда и только тогда% 

когда им удовлетворяют алгебры Ат при всех tn G max С. Поэтому далее пред
положим, что С — полная локальная ааЛгебра с максимальным идеалом m, 
причем С/т='К. Обозначим J=idLdA, 5== End / (как левого .4-модуля). 

Если е£А — идемпотент, обозначим Ае—еАе. Алгебру Ае назовем мино
ром А. Если, кроме того, е=ег+. . . +ег, где ei — ортогональные, попарно 
не сопряженные, примитивные идемпотенты, будем говорить, что Ае является 
г-минором алгебры А. Из работы [15] непосредственно вытекает следующее 
утверждение. 

2.1. Если алгебра А ручная, то и любой ее минор ручной, а если какой-* 
нибудь минор А дикий, то и алгебра А дикая. 

Обозначим S=K [[t]]. При сделанных предположениях S — это единствен
ная локальная наследственная алгебра. Алгебру А назовем полумаксимальной, 
если Ae~S для любого примитивного идемпотента е. Мы докажем уточненную 
версию основной теоремы. 

Т е о р е м а 2. Следующие условия равносильны: 
а) алгебра А ручная; 
ам) все 1-миноры, 2-миноры и полумаксимальные 3-миноры алгебры А ручные*, 
б) алгебра А удовлетворяет условиям 1)—3) теоремы 1; 
бм) все 1-, 2- u полу максимальные 3-миноры алгебры А удовлетворяют усло

виям 1)—3) теоремы 1; 
в) алгебра А недикая; 
вм) все 1-, 2- и полумаксимальные 3-миноры алгебры А недикие. 
Ввиду 2. 1 и того, что ручная алгебра не может быть дикой, достаточно 

доказать импликации вм) => б) => а). Отметим прежде всего, что все условия 
теоремы 2, как легко видеть, сохраняются при Морита-эквивалентности. По
этому алгебру А далее будем считать базисной (в данном случае это означает, 
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что AIJ~Kn). Фиксируем разложение 1=ех+ . . . -\~ел, где ei — примитивные 
ортогональные идемпотенты. Всякий идемпотент в А сопряжен с некоторым 

!е==е^-\- . . . +eir> так что всякий r-минор А изоморфен некоторому Ав= 
^А (ixi2 . . . ir). Если V —- какой-нибудь Л-бимодуль, обозначим У0=е.Уел 

V. = F w . Пирсовское разложение V — Q)V^ будем записывать в «матричном 
виде»: 

'Vi 12 Vi 
V 2н 

LF„X V »2 v„A 

Следующий результат непосредственно вытекает из списка недиких локаль
ных алгебр, данного К. М. Рингелем [19]. 

2. 2. Если алгебра А — локальная и недикая, то она изоморфна либо S, 
либо Тг^К [[х, уЩху), либо T2=K<ix, уУ(х\ г/2). 

Для доказательства достаточно заметить, что алгебры типов 2—8 из списка 
Рингеля содержат минимальные идеалы, чисто нетерова алгебра типа 1 изо
морфна Тг и типа 9 — Т2. 

2. 3. С л е д с т в и е 1. Если все 1-миноры алгебры А недикие, то в С нет 
нилъпотентов и Кг. dim C=i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду 2. 2 для любого i алгебра А. изоморфна 
либо Тг, либо Г 2, либо S. В первом случае ее центр С. изоморфен Тг, в осталь
ных — S, так что в С. нет нилъпотентов и Кг. dim С£=1. Но С вкладывается 
в Ф Cv следовательно, то же верно и для С. 

Напомним, что чисто нетерова наследственная алгебра всегда полупер
вична [14], а размерность Крулля ее центра равна 1 (это следует, например, 
из [17]). Поэтому далее будем считать, что в С нет нилъпотентов и Кг, dim С—1. 

Обозначим С полное кольцо частных С (оно является прямым произведением 
полей). Для любого С-модуля M пусть M = M £х)<7 С, а б : M -> N — гомоморфизм, 
индуцированный гомоморфизмом ср : M -> N. Так как алгебра А чисто нетерова, 
ее можно отождествить с А 0 1 с Ä. При этОхМ В отождествляется с {а £ Ä 1 
lad!}- Очевидно, алгебра Ä артинова. 

По аналогии с [7] определим бимодуль U=UÄ над категорией pr-Л форму
лой U (Q, Р ) = Н о т ^ (Q, PJ) и рассмотрим категорию R (U), множество объек
тов которой — объединение всевозможных U (Q, P), а морфизм из объекта 
u£U (Q, Р) в объект и' £U (Qf, Р') определяется как такая пара (g, / ) , что 
g : Q ->• Q', f : P P' и fu=urg. Сопоставляя и его коядро, получим полный 
функтор ти= тел : R ( U) mod-Л. Обозначим R0 ( U) полную подкатегорию 
в R(U), состоящую из таких u(<U (Q, Р), что Кег uÇ^QJ, a RX(U) — полную 
подкатегорию в R0(U), состоящую из тех и, для которых Сокегй=0. 

2. 4. Ограничение тс на R0 (U) — представленческая эквивалентность, 
т. е. всякий объект из mod-A изоморфен некоторому TZ(U), причем если ти (и)~ 

тс (и'), то и и~и!'. При этом п(и) Çfin-Л тогда и только тогда, когда и £ RX(U). 
Доказательство первого утверждения аналогично [7], второе следует из 

того, что Кг. dim С=1> а потому fin-Л — {M £ mod-Л | М=0}. 
Напомним [7], что для любой /̂ -алгебры Л можно определить бимодуль 

над категорией р г - Л ® Л (полагая для P, Q Çpr-Л. (6Т ® Л) (Q, Р) = 
[J (Ç, Р) 0 Л) и строгие элементы в нем. Повторяя рассуждения из § 5 ра

боты [7], устанавливаем следующий результат. 
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2. 5. Алгебра Л дикая тогда и только тогда, когда найдется такой строгий 
элемент и £ R (£/{§) £), что Сокег и = 0. Если же бимодуль UA ручной, то и 
алгебра А ручная. 

Надкольцом алгебры А назовем такую чисто нетерову алгебру A' ZD А, что 
ткА' С А. для некоторого к. Это означает, что Ä' = Ä и фактор-хмодуль A'jA 
конечной длины. В частности, алгебра В является надкольцом Л. 

2. 6 . Если какое-нибудь надкольцо А' алгебры А дикое, то и Л дикая.*} 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы Крула—Шмидта следует, что всякий проек
тивный Л'-модуль изоморфен прямому слагаемому некоторого модуля Р'-— РА', 
где Р — проективный Л-модуль. Если алгебра Л' дикая, то ввиду (2.5) суще, 
ствует строгий элемент w, такой, что Сокег и = 0 . Пусть и ç (UА' ® ^) (Qv 
Подберем проективные Л-модули Q и Р, такие, что Q' — QX@Q2 и Р' = Рг 0 Р 2. 
Увеличивая Ç, можно добиться, чтобы существовал эпиморфизм Q 2 - > P 2 7 . 
Тогда w продолжается до строгого элемента и' ç {UА* ® £) (()', Р'), такого, что 
Сокег #' == 0. Выберем неделитель нуля с £ m*+1. Тогда сР' С шР С Р/ , т. е. си'' 
можно рассматривать как элемент из (£ /^®£)(Ç, Р). Очевидно, он строг и 
Сокег си! — 0, значит, ввиду 2.5, алгебра Л дикая. 

Пусть V —конечнопорожденный Л-бимодуль, V = Vj{JV + VJ) и V^ = еУе^ 
Положим а^.(У) = [У^. : К] (размерность надполем if) и определим колчан sq (I7) 
как граф с 2п вершинами о4 и z. (i — 1, . . ., я), в котором из а{ в xt. ведет d.j (V) 
стрелок для любых i, j (и других стрелок нет). Если V—подбимодуль в Л, то 
найдется такой неделитель нуля с £ С , что cV С 7. Очевидно, sq (cV) ~ sq (F). 
Учитывая, что ^ Нога^ (Р .̂, PJ 7), где Р̂ . = ^.Л, из 2. 5 непосредственно полу
чаем следующее утверждение. 

2.7. Если V—конечно-порожденный Л-подбимодуль в Ä (например, идеал 
или надкольцо Л), причем колчан sq(V) дикий, то и алгебра Л дикая. 

Замечание 4 . Если Л удовлетворяет условиям 1)—2) теоремы 1, то 
условие 3) равносильно тому, что [Bej/Je^ : К]^ 2 для любого номера /, т.е. 
£{а^(В)^2 (иными словами, в колчане sq (В) в каждую точку входит не более 
двух стрелок). 

Сохраним все предположения и обозначения § 2 . Тогда В.,= ("1 Щк?* г Д е 

Щ1? — ia G ̂ ijlhfl С / л < / } ^ Нот Л / с (7Ä., 7 f t y). Поскольку при / =̂ =/ идемпотенты е. 
и €j не сопряжены в Л, то 7^ = Л^. Пусть, далее, Л удовлетворяет условию вм) 
теоремы 2. 

3 .1 . Алгебра Л полупервична. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Полупервичность равносильна полупростоте Ä. Обо

значим 7 = гаа"Л, / = ЛП^. Из 2.2 следует, что все алгебры Л, полупервичны, 
так что I. — 0. Покажем, что если 1^=^=0, то минор Л (*;') дикий. Для упроще
ния обозначений будем считать, что Л = Л(//), / = 1, у = 2, Так как 1 2 1 1 п ^ 
= 7 1 2 7 2 1 = 0, то 7 2 1 — идеал в Л и достаточно доказать дикость Л/7 2 1. Поэтому 
можно считать, что 7 2 1 = 0 . Так как алгебры Л, полупростоты, у А. есть макси
мальное надкольцо Л'. [9], а у Л — надкольцо А'= А[ +А'2-\-А[112А'2. Если Д.— 
примитивные идемпотенты в А'г то fiA'f.c^S. Пусть f=zfl-{^f2. В силу 2.1 

Из теоремы 2 легко вывести, что если А ручная, то и любое ее надкольцо ручное. 

3. Доказательство импликации вм) => б) 

я 
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ж 2.6 достаточно доказать дикость алгебры А'^ поэтому можно считать, что 
А = А'г Тогда А изоморфна алгебре матриц вида 

S W 
О S 

где W = Ах2 — некоторый 5-бимодуль. 
Рассмотрим в W ряд подмодулей Wk, где W0 = W и Wk+1 = tWk + Wkt~ 

Так как W конечно порожден и не содержит конечномерных подмодулей, то 
Wk=^Wh+v Выберем ик Q W k \ W к + х и рассмотрим элемент и Q (UA(g)И)(Pf 0 P | , Pf), 
задаваемый матрицей 

•( 0 0 0 0 («о 0 ~ 

О ? О 0 0 0 ш1 

О 0 t5 0 0 со2 ш3 

О 0 0 t7 0 Ü>3 ш3о; 
О 0 0 0 » 4 со 4г/_ 

(мы учитываем, что Hom^(Py, P^c^A.j). Очевидно, Goker« = 0. Проверим, 
что w — строгий элемент. Пусть в £-модуле M умножение на х задается ма
трицей X , а умножение на у — матрицей У. Тогда элемент и 0 M QU (Pf (g) Af 0 
0P|(g)A/, Pf (g) Af) задается матрицей 

-*Я О О О О 
О О О О 

У ) = 0 0 ^ О О 

0 0 о *7Я о 
0 0 0 0 t9E о ) 4 £ со4У 

О 
o)2Ê 

о -
ы2Е 

w3E ш3Х 

где — единичная матрица. 
Пусть Е-модуль N задается парой матриц ( X ' , У ) . Морфизм <p:a(g)Af 

->«(g)^V задается парой матриц Ф = (Ф„) (i, / = 1, . . 5) и ч7 = (ч?^) (£, 7 = 
= 1, 7), такой, что Фи(Х, У) = гг(Х', У , ) 1 Г . При этом для i, / = 1, . . ., 5 
элементы Ф и ч7 „ лежат в Нот 4 ( Р х ® ^» Р г £§) /V) ^ M a t a х 6 ( 5 ) , где а = [/V : 
А = [М : К]. Если г, 7 = 6, 7, то WtJ лежат в Hom4 (Р 2 (g) M, Р 2 <g) /V) с- Mat a X 6 (S). 
Если е'^6, / ^ 5 , то ЧГ̂  = 0, и если / < С 5 , / > 6 , то W { j Q EomÄ (Р2 ® А/, 
Р 3 (g) /V) Mat ö X 6 (W). Приравнивая элементы на местах с номером (16) в ма
трицах Фи(Х, У) и н ( Х ' , У') 47, получим Фп(о0 = ш0ч766 (mod И^), откуда Ф п = 

~ ^66(modi). На месте (27) аналогично получим Ф2 2 = W77(mod t). На местах 
с номерами (ij), где 1 ^ / < С г ^ , Г ) » получаем Ф4.. = 0(mod t 2 l i ~ J ' } ) , а при 1^*<С 
< 7 < 5 — ^ 7 — 0 ( m o d * а < У " ° ) -

Далее, место с номером (17) дает Ф*67 = 0 (mod t ) , а место с номером (26) — 
*F76 = 0 (mod i). Тогда на месте с номером (36) получаем, что Ф 3 3 = 47 6 6 (mod £), 
на месте с номером (37) — Ф 3 3 = № 7 7 (mod £), а на местах с номерами (46) и 
(56) — Ф4 4 = Ф 5 5 = ч766(modi). Итак, все диагональные элементы в Ф и W срав
нимы между собой по модулю I; это общее значение обозначим Ф0. Наконец, 
места с номерами (47) и (57) дают, что Ф 0 Х Е Е Е Х ' Ф 0 и Ф0У = У'Ф 0 (mod i). 
Поэтому если ср — изоморфизм, то пары матриц ( X , У) и ( X ' , У ) сопряжены, 
т. е. модули M и N изоморфны, что и требовалось доказать. Итак, и — строгий 
элемент, значит, минор A (ij) дикий, что невозможно. Следовательно, 1^ — 0 
для любых номеров i, 7, откуда / = 0, т. е. алгебра А полупервична. 
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З а м е ч а н и е 5. Поскольку доказательства строгости всегда сводятся 
к стандартным выкладкам, подобным тем, которые были только что проделаны, 
в дальнейшем эти вычисления мы будем опускать, ограничиваясь явным ука
занием строго элемента. 

Обозначим Н. — End/ , = В$. Ввиду 2.2 каждая из алгебр Ai изоморфна «S, 
Тг или Т2. В первом случае N. — A., а тогда и Bi = Ai, в остальных наслед
ственно, является единственным минимальным надкольцом А. и всякий Л -̂модуль 
без кручения либо содержит свободное прямое слагаемое, либо является Н.-ш-
дулем [10]. В частности, либо Д ^ ~ 4 ^ как правый и А-^с^А. как левый 
модуль, либо Н.А.Лj — A.j. 

3.2. В.=:Н. для всех i. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В. =^= Н.. Тогда AJiHi =^ Aj. для некоторого j=£i. 

Поэтому А^~А. как правый модуль, откуда следует, что Aj ~ А. и минор Л (t;) 
изоморфен кольцу матриц вида 

-А, Г 

где / — идеал кольца А£. 
Покажем, что A (ij)—дикая алгебра. Вновь предположим, что A—A(ij)r 

i — 1, 7 — 2. Заменяя Л надкольцом, можно считать, что I = / 1 . Так как Л г ç£ S, 

найдутся элементы а, ß£7 , линейно независимые по модулю / 2 . Тогда строгий 
элемент и £ (U Çg) Е) (Рг 0 Р\, Р\) задается матрицей 

"0 ß а ' 

а ах В -f- ау 

Полученное противоречие с условием вм) и доказывает, что В. = N.. 
3.3. С л е д с т в и е 2. B.A.jB;. = A{j для любых i=£j. 
3.4. Если A.=jLB. или Д / = 7 ^ 5 / , то В{. — А{Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим W — Bfy f]Bty и покажем, что если Wy^A.j, 
то минор Л (ij) дикий. Отсюда будет следовать, что W = A{j и, тем более, Bi^—Ai^ 
Поэтому далее можно считать, что А — A (ij), î = l, / = 2 , а тогда W = B12. 
Пусть A1=^=BV но Wj£=A12. Из 3.3 вытекает, что, заменяя Л 2 на Д2, получим 
надкольцо Л с тем же радикалом, так что можно считать Л 2 = В2. Заменяя, 
если нужно, Л минорОхМ, как в доказательстве 3.1, можно считать, что Л 2 = 6\ 
Тогда Л 1 2 — простой Лх-модуль, а потому А12С1 1гВ12 (это следует из результа
тов [10]). Кроме того, B12B21CZ Jv откуда Л 1 2 Л 2 1 С Jxni2B21 С /f. Следовательно, 

Ж. 12 

м 2 1 / а 

где M.j — максимальный подмодуль в A.j. Поэтому колчан sq(/) имеет вид 
т2 ÖJ %г<г- а2 и является диким [12], т. е. Л дикая согласно 2.7. Случай 
А2=у£=В2 рассматривается аналогично. 

3.5. Если AI — BI и AJ = BJ, то минор Л (//) либо наследствен, либо изо
морфен кольцу Г 3, где 

5 «5 
tS S 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Ai ~ A j S i S , то Л (jy) имеет « и д 

'S № 

«5 5 ( * > 0 ) . 
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Если к — 0, то A (if) наследствен. Покажем, что если / с > 1 , то минор A (if) 
дикий. Снова считаем, что A=A(ij), î = l, 7 = 2, причем, очевидно, достаточно 
рассмотреть случай к = 2. Но тогда в (U (g) £) (Р* ф рг 0 р^ е с т ь С Т р 0 Г ий 
элемент и, заданный матрицей 

- * 0 0 * 2 ~ 
0 i 2 *3г/ 

1 0 t2 О 
_0 ^ О 

Итак, остается случай й = 1, т. е. A (ij) ~ Г 3. 
•3.6. Пусть Д, ~ Aj ~ Ак ~ : 5 . Тогда не менее двух из миноров Л (г/), A (ik)r 

A (jk) наследственны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Минор A (ijk) полумаксимален. Предположим, что два 

из указанных миноров, например A(ij) и A(jk), ненаследственны, и покажем, 
что тогда A (ijk) дикий. Будем считать А = A (ijk), 2 = 1, ; = 2, к —S. Тогда, 
согласно 3.5, А12~ А1д~ Тг и алгебру А можно заменить надкольцом вида 

- s tS tS" 
ts s ts . 

,_ts s s__ 

Но тогда в (U (g) S) (P\ © P 2 © P3, P\@P2

2) содержится строгий элемент, зада
ваемый матрицей 

rt 0 t о 0~ 
0 t 0 t о 
t o o t o ' 

_0 t tx ty t 

и алгебра A дикая. Полученное противоречие и доказывает утверждение. 
3 . 7 . radB=J. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим / = гас!В. Нужно проверить, что l i . — J\j 

для любых i, j . Если i = j , это следует из 3. 2, таккакгаа" H. = JПусть i^j. 
Если А. 9̂  S или Л̂ . 5, то I.j = B{j —A4j=z J4j. согласно 3 .4 . Если же 
Ai — Aj ~S, то равенство I.j—J.j следует из 3 . 5, так как для алгебры Tz оно 
проверяется непосредственно. 

Из работы [10] следует, что В — наследственное кольцо, причем BJ=JB=J. 
3.8. Алгебра А удовлетворяет условию б) теоремы 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Остается проверить, что dn% (А ) ^ 2, т. е. Et. [В^. : К] ^ 2 

для всех /. Ввиду 3. 4 если Aj ^ S, то 2?^ = 0 для всех i =^= / . Так как [Bj : К] = 2, 
для таких индексов получаем требуемое неравенство. Пусть AjO^S. Если Л, ç£ S, 

то снова B.j=0 согласно 3.4. Если A.o^S и минор A(ij) наследствен, то 
B{j = A.j. Ввиду 3.6 найдется не более одного номера /7^=7, для которого A (ij) 
ненаследствен и А. с* S. Тогда, -по 3.5, A (ij) ~ Г 3, откуда \B{j : К] — 1. Так как 
[Bj:K]=ij вновь получается нужное неравенство и доказательство окончено. 

4. Доказательство импликации б) а) 

Пусть теперь алгебра А удовлетворяет условию б) теоремы 2. Доказательство 
того, что А ручная, основывается на рассуждении 2. 5. При этом используем 
функтор p: R (UA) -> R(UB), который гомоморфизму aQHomA(Q, PI) сопостав-
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ляет индуцированный им гомоморфизм p(u):QB->PJB (заметим; что JB = 
= Я 7 = / [ 1 0 ] ) . 

4 .1 . Всякий элемент v£R(UB) разлагается в прямую сумму v = 0 л ' . , где 
V.QUB{QP Р4)У причем каждый из модулей Р. либо неразложим, либо 
нулевой. 

Доказательство следует из [5]. 
4.2. Пусть uQUA(Q, Р). Обозначим 0(a) множество классов изоморфизма 

таких элементов ufQUA(Q4 Р), что р(и') ~ р(и). Тогда существует биекцияО(а) 
на множество двойных смежных классов (Ant Q x Aut P ) \ ( A u t QB X Aut PB)/ 
A ut p (u). 

Доказательство непосредственно следует из определения изоморфизма в кате-
тории R (U). 

Для любого Д-модуля Р обозначим P — P/PJ. Если Р проективен, то есте
ственный гомоморфизм AutP->AutP эпиморфен, причем ядро эпиморфизма 
Aut PB -» Aut PB содержится в AutP, откуда получаем такое следствие. 

4. 3. Существует биекция О (и) на множество 

(Aut Q x Aut P ) \ ( A u t Щ X Aut PÏÏ)JA (u), 

где Л (и) — образ Autp(«) при эпиморфизме 

Aut QB X Aut PB -> Aut QB X Aut PB. 

Пусть В — фактор-категория категории R (Uв) по идеалу, состоящему из мор-
физмов, сравнимых с нулем но модулю / ; D = рг-(Л X Ä). Объекты категории D 
можно рассматривать как пары Л-модулей (F, X). Поскольку алгебра Л полу
совершенна, всякий Л-модуль изоморфен P/PJ для некоторого PC рг-Л. Опре
делим ö-Л-бимодуль V, полагая F ((F, X), и) — Ногпл (F, С ) © Н о т Д Х , Р), если 
U£UB(Q, Р). Обозначим RQ(V) полную подкатегорию в состоящую из тех 
лар (/, g), в которых / и g — изоморфизмы. Тогда предложение ( 4 . 3 ) можно 
переформулировать следующим образом. 

4. 4 . Существует представленческая эквивалентность категории R0 (UA) на ка
тегорию B0(V). В частности, есл*и бимодуль V ручной, то и бимодуль UA руч
ной, а потому Л — ручная алгебра. 

ОбозначихМ Qv ...,Qm все попарно неизоморфные проективные jB-модули, 
U4 = Ногдг?(Qr QJ). Если uQUiJ$ a wQUkl, обозначим Rx(v, w) и R2(v, w) 
проекции R (v, w) соответственно на RomB (Qj, Qt) и на HotnB(Qii Qk). Следую
щий результат описывает строение категории R. 

4 . 5 . Пусть vßUijy w£Ukn причем v^w. Тогда [R(v, w):K\^l, причем 
либо R(v, w) = Rx(v, w), либо R(v, w) — R2(v, w) и, кроме того, [Вг(и, w) © 
®Rx{w, v):K] = bJl9 a \R2(v, w)®R2(u>, v):K] = btk. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (g, f)£R(v, w). Если i ^ k (j=^l), то / = () 
{g = 0). Пусть / = k. Тогда либо w — fv, где / : ( ? , - > Qly либо w — f'u, где 
f :Qi -*Qjl5]> причем так как v ?*w, то / = 0 (или / ' = 0), поэтому одновре
менно оба равенства невозможны. Следовательно, либо пара (1, /) порождает 
Л2(ь\ w), а Й2(ш9 У) = 0, либо пара (1, /') порождает Л2(ш, у) ,ай а (у , w) = 0. 
Аналогично при / = I либо и — wg, пара (g, 1 ) порождает Йг (v, w), а Пг (w, v) — 0, 
либо w = vg', пара (g\ 1) порождает R1(wi v), a R±(v9 w)=0. Остается заме
тить, что при i = kmj — l одновременно равенства w = fvKv — wg невозможны, 
так как из первого следует, что Zj? (Coker w) < ^ (Сокег v), а из второго — проти
воположное неравенство. 



4 . 6 . С л е д с т в и е 3. Неизоморфные неразложимые объекты из R можнс? 
занумеровать {vt} целыми числами, так, что если vtQUij, a vsQU.i (или 
vs£Ukj), то R2(vt, vs) = 0 при t^>s и R2(vv vs)~K при t<^s (соответ
ственно Rx(vs, vt) — 0 при t^>s и R1(vs, vt)c^K при t<^s). 

Если vt Ç Utj, обозначим i = a(t) и / = ß (t). Положим также H4J = 
= ЯотА(Р,, Qj). 

4 . 7 . [Hjji K]^l для любых i, j . Кроме того, для любого номера i най
дется не более двух таких /, что H.j^LQ, и для любого / найдется не более 
двух таких i, что Hij^=0. Наконец, если H.jy^O и Hik=£0, где то 
Htj = ü для всех I a если H.j=^Q и Hkj=y^=0, где i ^ k , то На = 0 для 
всех 1=^=]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку dm (А ) ̂  2, в колчане sq (В) в каждую точку 
входят не более двух стрелок, причем, поскольку В. Jвсегда присутствуют 
стрелки о.-* t.. Пусть в нем есть стрелка а. ~> \ , где iy^k. Это значит, что 
B i k ^ A i h , т. е. В{кф7, а потому в кольце В идемпотенты ei и ек сопряжены. 
Следовательно, и Bki=^=Aki, т. е. в колчане sq(5)ecTb стрелка o Ä - > v Но тогда 
этот колчан распадается в несвязное объединение компонент вида: 

I II III 

о . - * т . а . - ^ т . i f 
ТА *- °к 

Для компонент вида I P.B = Р.~ Qj для некоторого /, откуда H.j ~ К, 
Н.к—0 и Hjj = 0 при к =^ j и Z=TM. ДЛЯ компоненты вида II Р.В/Р.1~Р2

Г 

В этом случае P.B ~QjQ)Qk, причем j=^=k, так как иначе В{~ М2(К), что 
невозможно. Аналогично Qj не может входить в разложение РгВ при I =f=- i, 
а потому Я^. = 0. Наконец, для компоненты вида III P.B/P.J ~ PkBjPkJ 
~ß4Q) Pk. Тогда Pß и PkB неразложимы, так как В. = А. и Вк = Ак, т. е. 
Р4В РкВ ~ Qj. Следовательно, H.j ~ Hkj ~ К, причем Н^. — 0 для всех I, 
кроме i и к, a Hit — 0 для всех / = ^ / , что и требовалось доказать. 

4. 8. Бимодуль V ручной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Х = ф<Р?*', У = ®jPy/\ v=@tvV- Представим 
V((X, Y), v) в виде прямой суммы У х ф 7 2 , где ^ = ф<, и F 2 = 

= фу t i H y j j y u ) . Из утверждений 4 . 6 и 4 . 7 легко выводится, что всякий эле
мент из Vx изоморфен прямой сумме нулевых гомоморфизмов, изоморфизмов 
P4~Qj для некоторых /, j , таких, что Hij = £ 0 , изоморфизмов P.@Pk^>Qj 
для таких î, / , что В ^=^=0=^ Hkjr и диагональных вложений Р{-> Qj(BQk 

для таких î, 7, А:, что Н^.=^0==е= Hik. Поэтому далее можно рассматривать лишь 
те элементы &£V((X, У), v), для которых (D = Ü ) 1 + ( D 2 , где u ^ Ç F . , причем 
имеет указанный выше вид. Но тогда нетрудно убедиться, учитывая 4, 6, что 
для компоненты ш2 получится матричная задача, решенная в работе [13] . Из дан
ного там описания неразложимых элементов следует, что эта задача, а потому 
и бимодуль V, ручные. 

Из утверждения 4. 4 и 4. 8 вытекает, что А — ручная алгебра, это завершает 
доказательство теоремы 2, а тем самым и теоремы 1. 

З а м е ч а н и е 6. Учитывая 2. 4 и 4. 4, мы видим, что для ручной алгебры 
с локальным центром получается «рациональная параметризация» не только 
модулей конечной длины, но и всех конечно-порожденных модулей. В общем 
случае это приводит к описанию «родов» конечно-порожденных модулей (два 
модуля, M и N, принадлежат одному роду, если M m ^ i V m для всех m £ max С)* 
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Описание же модулей с точностью до изоморфизма требует применения техники 

аделей либо какого-нибудь ее эквивалента для «локально-глобального пере

хода». 
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A . E. 3 А Л E С С К И Й 

СОБСТВЕННОЕ ЗНАЧЕНИЕ 1 

МАТРИЦ КОМПЛЕКСНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 

КОНЕЧНЫХ Г Р У П П ШЕВАЛЛЕ 

Введение 

В настоящей статье рассматривается вопрос о существовании собственного 

значения 1 матриц, соответствующих полупростым элементам простых групп 

Шевалле в их комплексных представлениях. По-видимому, лишь в порядке 

исключения представление ц> простой группы G может обладать тем свойством, 

что для некоторого элемента g Q G матрица ф (g) не имеет собственного значения 1. 

Таким образом, задача состоит в том, чтобы описать все исключения. Можно 

ставить вопрос несколько шире: не предполагая простоты группы G, рассматри

вать элементы, никакая степень которых не является отличным от 1 центральным 

элементом группы G. Для унипотентных элементов простого порядка групп 

Шевалле эта задача рассматривалась в статье автора [2] Гдля полноты картины 
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