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Коммутативное кольцо о назовем псевдонётеровым, 
если для любого элемента а ЕЕ 0 во множестве простых 
идеалов Р (а), содержащих а, есть лишь конечное число 
минимальных элементов, причем для всякого минималь
ного р Е Р (а) кольцо о$ нётерово. Нётерово кольцо 
всегда псевдонётерово [1J, и псевдонётеровы кольца об
ладают многими свойствами нётеровых колец. Так, ес
ли J) — минимальный идеал из Р (а), то ht J) ̂  1 (это сле
дует из теоремы о главных идеалах для нётеровых колец 
[2]), причем если а — не делитель нуля, то ht p = 1. Мно
жество S минимальных простых идеалов кольца о конеч
но, причем если о редуцировано (не содержит нильпо-
тентов), то (J SP совпадает с множеством всех делите
лей нуля, а полное кольцо частных К (о) изоморфно 
®*Б8К ^ И Т' П* 

Далее о всюду обозначает целостное псевдонётерово 
кольцо, К — его поле частных, Р — множество простых 
идеалов высоты 1 кольца о. Пусть V — конечномерное 
векторное пространство над К. Напомним, что о-подмо-
дуль М CZ V называется решеткой в V, если КМ = V 
и М содержится в некотором конечно-порожденном о-
подмодуле в V [11. Если А — конечномерная ЛГ-алгебра, 
то решетка Л в А, являющаяся, кроме того, подкольцом 
(содержащим 1), называется о-порядком в А или просто 
порядком [3]. Порядок А в алгебре А называется мак
симальным, если не существует порядка в А, строго со-
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держащего Л. Легко видеть, что в каждой конечномерной 
if-алгебре содержится некоторый порядок. 

ТЕОРЕМА. Максимальный о-порядок в конечномер
ной К-алгебре А существует тогда и только тогда ,ъоъда 
выполнены следующие два условия: 

(1) для любого J) £Е Р алгебра А# = А ®00р, где Ор — 
^-адическое пополнение кольца о̂  полу проста; 

(2) для некоторого (а тогда и для любого) о-порядка 
А в алгебре А и всех J) Е= Р, кроме конечного числа, од
норядки А% максимальны. 

Если эти условия выполнены, то всякий р-порядок в ал
гебре А содержится в некотором максимальном по
рядке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . И,з результатов [4] следует, 
что данную теорему достаточно доказать для случая ког
да о — локальное целостное нётерово кольцо размерно
сти Крулля 1. Обозначим р его максимальный_идеалг о — 
пополнение о в р-адической топологии, А = А ®0о-
Если в А есть нильпотентный идеал / , то для любого од
норядка Л в А строго больший порядок строится следую
щим способом [5]. Обозначим Л. замыкание А в I и поло
жим L = Л П 1". Заметим, что L Ф О, так как if Л == Ж. 
Выберем какой-нибудь ненулевой элемент а Е 1 ) и поло
жим М = Л + аГхЬ + а~2Ь2 + . . . (сумма конечная, 
так как L нильпотентен). Очевидно, М — подкольцо в Л", 
строго содержащее Л. Кроме того, так как Л, а потому 
и М, открыты, а А плотно в ! , т о М = Г, где Г = М(~]А. 
Значит, Г — порядок в А, строго содержащий Л. 

Пусть теперь в А нет нильпотентных идеалов. Тогда 
о — редуцированное кольцо и из [6] следует, что целое 
замыкание о в К — конечно-порожденный о-модуль. 
Обозначим его о0. Всякий о°-порядок можно рассматри
вать и как о-порядок, причем всякий о-порядок Л содер
жится в о°-порядке о°Л. Следовательно, максимальные 
О и о°-порядки — это одно и то же. 

Кроме того, в о0 есть лишь конечное!число максималь
ных идеалов, для каждого максимального m кольцо,om есть 
кольцо дискретного нормирования и о0 ® 0 0—ф5^у где 
сумма берется по всем максимальным идеалам m (Ц о? 
[1]. Поэтому далее можно считать, что о = 0° — кольцо 
дискретного нормирования. Сопоставляя о-порядку 
Л CZ А о-порядок Л (Z А, получим взаимно однозначное 
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соответствие, так как Л = Л f] A [5], так что о можно за
менить на о и считать полным. 

Предположим, что А — тело. Тогда, если Л -— произ
вольный порядок в А, а М — произвольный ненулевой 
Л-подмодуль в А, то КМ — А. В частности, еслиМ ко-
нечнопорожден, то он является решеткой в А и если N — 
ненулевой подмодуль в М, то MIN — модуль конечной 
длины. Пусть Л CZ Лх d Л2 С" . . . — возрастающая це-

оо 

почка Порядков в А, Г = Ui=1Af. Всякий элемент у б Г 
цел над, о [1], так что Т(~)К = оиТфА. Обозначим 
Т = А/А и применим к точной последовательности 
0-+А->А-*Т-+0 точный функтор D — HomD (— , 
К/о). Получим точную последовательность 0 -> DT —> 
->- DA -> DA -*- 0. Поскольку DA — полный о-модуль 
без кручения [7], его можно рассматривать как Л-модуль. 
Кроме того, естественный гомоморфизм X -> DDX яв
ляется изоморфизмом для всех нётеровых и артиновых мо
дулей [8], в частности, для Л и Г, а потому и для А. От
сюда следует, что DAm~ А и DT — решетка в А. Но 
Г/Л — собственный подмодуль в Т, значит, D (Г/Л) — 
собственный фактор-модуль DT, т. е. модуль конечной 
длины. Поэтому и Г/Л — модуль конечной длины, цепоч
ка Л CZ At CZ Л2 СГ . . . обрывается и в А есть макси
мальный порядок» 

В общем случае разложим А в прямую сумму простых 
алгебр: А = ® JLiAfn- Ĉ jt)» где 4 Л — тела. Тогда, если 
Ак — максимальные порядки в Ак, то Г = (BkLiMn (Ak) — 
максимальный порядок в А [5]. Остается заметить, что 
если Л — любой порядок в i , то ЛГ — решетка в А, 
являющаяся правым Г-модулем, а потому ее левое кольцо 
множителей — максимальный порядок, очевидно, содер
жащий Л [5]. 

С л е д с т в и е 1. Целое замыкание о в К является ре
шеткой тогда и'толъко тогда, когда для любого $ ЕЕ Р коль
цо 0р редуцировано и для всех J), кроме конечного числа, о# 
есть кольцо дискретного нормирования. 

С л е д с т в и е 1 2. Пусть о — кольцо дискретного 
нормирования, причем пополнение поля К по этому нор
мированию сепарабельно над К. Тогда в любой полупростой 
К-алгебре существуют максимальные порядки. 
Киевский государственный Поступило 
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