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В основе современной теории чисел лежит хорошо известная теорема 
о том, что всякий идеал максимального порядка в поле алгебраических 
чисел обратим или, что то же, является локально главным. Обобщение 
этого факта привело Э. Нётер к понятию дедекиндового кольца как це-
лозамкнутого нётерова одномерного кольца. С другой стороны, в теории 
бинарных квадратичных форм важную роль играет тот факт, что если 
А — произвольный порядок в квадратичном поле, то всякий Л-идеал 
обратим в своем кольце множителей [3]. Как показал X. Басе [11], [12], 
так будет тогда и только тогда, когда всякий идеал в А имеет не более 
2 образующих (в квадратичном поле это условие автоматически выпол
няется). Эквивалентное условие, независимо введенное 3. И. Боревичем 
и Д. К. Фаддеевым [1], [2], состоит в том, что AJA, где А0 — максималь
ный порядок, — циклический Л-модуль. Как выяснилось в этих работах, 
такие кольца играют существенную роль в теории целочисленных пред
ставлений (см. также [6], где для этих колец было предложено название 
«бассовых»). 

Естественное продолжение этих результатов получил в работе [10] 
Д. К. Фаддеев. Именно, он доказал, что если А — кубическое кольцо, то 
всякий Л-идеал / над своим кольцом множителей является локально 
либо главным, либо двойственным к главному (такие идеалы мы будем 
называть о т м е ч е н н ы м и ) . Кроме того, идеал /2 уже всегда обратим 
(в своем кольце множителей). 

В настоящей работе (§ 3) эта теорема Д. К. Фаддеева обобщается 
на порядки, каждый идеал которых имеет 3 образующих (эквивалентное 
условие: AJA имеет 2 образующих). Более того, оказывается, что это 
условие и необходимо для того, чтобы всякий идеал был отмеченным. 
Если, кроме того, у Л нет полей вычетов из двух элементов, это условие 
необходимо и для обратимости квадратов всех идеалов. 

Как и теорема X. Басса, эти результаты переносятся на произвольные 
одномерные нётеровы кольца без нильпотентов. При этом существенную 
роль играет двойственность для модулей без кручения, которая строится 
в § 1. С ее помощью удается также дать очень короткое и простое дока
зательство результатов X. Басса вместе с некоторыми уточнениями, по
лученными в [16] и [5] (см. § 2). 

Естественно возникает вопрос, нельзя ли получить аналогичные 
утверждения для случая, когда число образующих у AJA равно какому-
то фиксированному числу п > 2 . Частичный ответ на него дается в § 4, где 
показано, что здесь локальное число точных идеалов у надколец уже 
зависит от поля вычетов и неограниченно возрастает с ростом числа эле-
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ментов этого поля. С другой стороны, известна теорема Дейда, Таус-
ской и Цассенхауза [13] о том, что если Л— порядок в поле алгебраиче
ских чисел степени т, то идеал /ш_1 обратим для любого /. Поскольку в 
этом случае п^т—1, возникает гипотеза, что на самом деле уже идеал 
Iй всегда является обратимым. Все известные автору примеры подтвер
ждают это предположение. 

Отметим наконец, что изложенные результаты легко переносятся на 
алгебраические кривые над произвольным полем и, более общо, на «аб
страктные кривые», т. е. локально нетеровы одномерные редуцированные 
схемы. Соответствующие переформулировки приведены в § 5. 

§ 1. Двойственность 

В настоящей работе слово «кольцо» будет всегда означать коммута
тивное нётерово кольцо без нильпотентов. Если А — такое кольцо, то его 
полное кольцо частных Q = Q(A) является полупростым артиновым 
кольцом, т. е. прямым произведением полей. При фиксированном коль
це А мы будем, как правило, писать ®, Нот и т. п. вместо ®А, Ногти 
и т. п. Элемент т Л-модуля М назовем п е р и о д и ч е с к и м , если 
ат = 0 для некоторого неделителя нуля а£А\ т назовем д е л и м ы м , 
если в М разрешимо уравнение ах=т для любого неделителя нуля а£А. 
Через tM (8М) обозначим подмодуль всех периодических (соответствен
но делимых) элементов модуля М. Если Ш = 0 (tM=M или 8М=М)У 
будем говорить, что М — модуль б е з к р у ч е н и я (соответственно 
п е р и о д и ч е с к и й и л и д е л и м ы й * ) . Легко проверить, что при та
ких определениях имеют место все утверждения, сформулированные 
в [7] (глава VII, §§ 1,2) для модулей над областями целостности. Более 
того, дословно сохраняются все доказательства, кроме доказательства 
достаточности в предложении 1.3 (модуль без кручения инъективен тог
да и только тогда, когда он делим). Но если М — делимый модуль без 
кручения, то естественный гомоморфизм M->M<g>Q есть изоморфизм. По
этому любой гомоморфизм / : I-+-M, где / — идеал Л, продолжается до го
моморфизма /®Q-WW и, так как I®Q — прямое слагаемое Q, до гомо
морфизма Q-+M. Ограничивая последний на Л, мы получаем гомомор
физм A-WW, продолжающий f, что и доказывает инъективность М. 

Следуя [8], назовем подмодуль М' модуля М б о л ь ш и м , если 
М'Г\М"Ф0 для любого ненулевого подмодуля М"аМ. Если М — модуль 
без кручения, то, как легко видеть; это равносильно периодичности фак
тор-модуля М/М'. Допуская обычную вольность речи, мы будем назы
вать и д е а л а м и Л все конечнопорожденные Л-подмодули в Q, а б о л ь-
ш и м и и д е а л а м и — те из них, которые являются большими подмо
дулями, т. е. содержат неделители нуля из Л. Конечно, всякий такой 
идеал изоморфен как модуль некоторому обычному идеалу кольца Л. 
Конечнопорожденные периодические Л-модули назовем к о н е ч н ы м и , 

* Вместо «делимый» чаще говорят «полный модуль» [7], но мы предпочитаем 
первым термин, который нельзя спутать с полнотой в топологическом смысле. 



336 Ю. А. Дрозд 

а конечнопорожденные Л-модули без кручения — Л-р е ш е т к а м и . Вся
кая Л-решетка М естественно вкладывается в конечнопорожденный 
Q-модуль M(g)Q и является там большим Л-подмодулем. Подрешетки в 
М®Q, содержащие М, будем называть н а д м о д у л я м и М В частно
сти, подкольца в Q, содержащие Л и конечнопорожденные как Л-модули, 
назовем н а д к о л ь ц а ми Л. 

Нам понадобятся следующие результаты Е. Мэтлиса [14]: 
1) если Л — полное локальное кольцо с полем вычетов k, Е — инъек-

тивная оболочка Л-модуля &, то функтор М н->М=Нот(М, Е) индуци
рует двойственность категорий нётеровых и артиновых Л-модулей, а ес
тественное вложение М-+-М для модулей из этих категорий является изо
морфизмом; 

2) для любого максимального идеала #аА положим kp = A/$, Е#—инъек-
тивная оболочка kp\ Ер = (В*Ер, тогда функтор М и-* М = Hom(M, E) является 
инволюцией категории Л-модулей конечной длины F (А). 

Здесь и н в о л ю ц и е й категории называется контравариантный 
функтор из этой категории в себя, квадрат которого эквивалентен тож
дественному функтору. 

Модуль М мы будем называть м о д у л е м х а р а к т е р о в М. 
Пусть теперь Л—о д н о м е р н о е кольцо, т. е. всякий его ненулевой простой 

идеал максимален. Тогда конечные Л-модули—это в точности Л-модули 
конечной длины. Если р—максимальный идеал в Л, Ар — соответствующее 
локальное кольцо и В — целое замыкание Ар в Q, то из теоремы Крулля — 
Акидзуки [4] следует, что В есть прямая сумма полулокальных дедекиндо-
вых колеЦ и, если R=radB (радикал Джекобсона), то р-адическая и /?-ади-
ческая топологии на В совпадают. Поэтому р-адическое пополнение В кольца 
В есть прямая сумма колец дискретного нормирования. Поскольку р-адиче-
ское пополнение Ар кольца Ар—это подкольцо в В, в Ар нет нильпотентов. 
Кроме того, Ер естественно отождествляется с инъективной оболочкой 
kp~Apl$Ap как Др-модуля. 

Т е о р е м а 1. Для любого одномерного кольца А существует эпи
морфизм А-модулей Q-+E. Если А* — его ядро, то функтор М*—*М* = 
= Нош(Л1, Л*) является инволюцией категории А-решеток С (А), при
чем, если L — любой модуль с таким свойством, то Lp ~Л* для всех р. 
Кроме того, если f : N-^M — мономорфизм решеток с конечным коядрому 
то и f* : M*-+N* — мономорфизм с конечным коядром, причем Coker f*~ 
^((Coker /) ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим вначале, что Л — полное ло
кальное кольцо с максимальным идеалом р и полем вычетов k. Положим 
T—Q/A. Очевидно, цоколь Л-модуля Т есть $~1/А, где y-i={x£Q\ 
хуаА} ~Hom(y, Л). Так как р -1 — решетка, то у"1/^ — конечный Л-мо-
дуль и, как следует из [15], модуль Т артинов. Тогда естественные вложе
ния А-+А и Т-^Т, а потому и Q-+Q суть изоморфизмы. Из [7] (предло
жение VII.1.4) следует, что Q — делимый Л-модуль без кручения, т. е. 
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Q-модуль. Из полупростоты Q и изоморфизма Q~Q немедленно вытека
ет, что Q~Q и существует точная последовательность 0->T-*Q-+E-+0. 

Положим А* = Т, M*=Hom(Af, Л*), <рм— естественное отображение 
М-^М**. Заметим, что так как Q и Е инъективны, inj. dim Л*=1 , а тогда 
Ext^M, А*)=0 для любой решетки М и функтор М\—**М* точен на кате
гории С (А). 

Вычислим гомоморфизм фА. Л**=Нот(Л*, Л*), а 1т срА СОСТОИТ из 
гомотетий х*-*ах (а€Л). Но всякий гомоморфизм/ : А*-*~А* продолжает
ся до g : Q-+Q. Переходя к модулям характеров, получим гомоморфизм 
g : Q^Q, переводящий Л в А Отсюда сразу следует, что g*, а потому и 
g", и / — гомотетии, т. е. фА — изоморфизм. Поскольку функтор Mt—*M* 
точен на категории С (А), отсюда обычным образом вытекает, что фм— 
изоморфизм для любой решетки М. 

Если / : N-+M — мономорфизм решеток с конечным коядром, то, как 
легко видеть, / — биективный морфизм категории С (А). Значит, и 
f* : M*-*N* биективен в С (Л), т. е. является мономорфизмом с конечным 
коядром. Положим f/=Coker/ и применим функтор Hom(f/, •) к точной 
последовательности 0->Л*-^(2-^£-М). Поскольку Hom(f/, Q)=0, полу
чим изоморфизм t / ^Ex t^ t / , А*). С другой стороны, применяя функтор 
Нот(- , Л*) к точной последовательности 0-*~N—*~M-+£/->0, получим точ-
ную последовательность 0-кМ*—^A^-^Ext^f/, Л*)-^0, откуда Coker f*~ 
~Extl(U,A*)~U. 

Проверим единственность Л*. Если L — произвольный модуль такой, 
что Ф = Нот(- , L) — инволюция С(А), то Ь = ф(А), значит, L — решет
ка и Ext4(M, L J ^ E x t 1 ^ , Ф(Л1))=0 для любой решетки М. Поэтому и 
Ext4(L*, М)=0 для любой решетки М, значит, L* — проективный Л-мо-
дуль, и, так как Л локально, L*~A{n) для некоторого п. Но Hom(L, L)~ 
~Hom{А, А) ~Л, откуда п = 1 и Ь~Л*. 

Пусть теперь Л —произвольное одномерное кольцо. Л-модули Е и Т ^Q/A 
периодичны, поэтому £ = (ВрЕр и Г ^ © ^ , где Л?р обозначает Л^-модуль 
Л1 ® Ар (см. [4]). Но из доказанного выше следует,, что существуют эпи
морфизмы Тр-^Ер для любого р, а потому и эпиморфизмы Т-+Е и, тем 
более, Q-+E. Если Л*—ядро последнего эпиморфизма, то {A^pCZQp и 
inj. (Нт(Л*)р= 1, откуда (А*)р ~ (Лр)*. Остается заметить, что все утвержде
ния теоремы носят локальный характер. 

З а м е ч а н и е . Если В — надкольцо Л, то символ В* имеет двоякий 
смысл: Нот (5 , Л*) и ТОТ В-модуль, который дает инволюцию категории 
С (В). Однако из единственности в теореме 1 следует, что эти два мо
дуля локально изоморфны. В дальнейшем поэтому можно предполагать, 
что они совпадают. 

С л е д с т в и е 1. Если кольцо А неразложимо, то всякая А-решетка 
L, для которой i n j . d i m L = l , локально изоморфна (Л*)(п) для некото
рого п. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , inj. d i m L = l означает, что Ext1 (MyL) = О для 
любой решетки М. Тогда решетка L* проективна, и, так как А неразложимо, 
Ь*$с^А^ ДЛЯ любого р. Но из неразложимости А вытекает, что все числа 
лр равны, что и требовалось доказать. 

Обозначим через А0 целое замыкание А в Q, через \хА(М) —мини
мальное число образующих Л-модуля М. 

С л е д с т в и е 2. Если кольцо А полулокально, то \хА(А0)<Соо и 
\ЬА{1) ^\ЛА{А0) = Ц , ( Л 0 / Л ) +1 для любого А-идеала I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для полулокального кольца \ХА(М) = max\IA« (М#), 

поэтому Л можно сразу считать полным локальным кольцом. А0/А — подмо-
дуль в Т, значит, Л0М—фактор-модуль Т=А*. Если Л—область, отсюда 
сразу следует, что A J А, а потому и А0/А—конечные модули, т. е. 

t 
Iх И о Х 0 0 - В противном случае пусть Q=Q)Q» где Q,-—поля, Л;—проек-

i=i 
t 

ция Л на Qh Аю—целое замыкание At в Q/. Тогда Л 0 ^ © Л/0 и [Хл(Л0) = 

= S И'лДД-оХ00- Равенство \*>А(А0) = \1А(А0/А) + 1 следует из леммы На-
i=i 

каяма и того, что Л ф |)Л0, где р —максимальный идеал Л. 
Если А=А0у то Л — кольцо дискретного нормирования и всякий иде

ал в нем главный. В противном случае пусть f — кондуктор Л0 в Л. Тогда 
1\CZI^CZICZIA0 для любого Л-идеала /. Но 1А0~А0, а /f=/A>f, откуда 
|х А ( / )= ZA(//))/) ^:ZA(Л0/f), где L(M), как обычно,—длина Л-модуля М. 
Пусть m = max\iA(I) и / — тот идеал, на котором этот максимум дости
гается. Если М — подрешетка в Q(n), то, как легко видеть, \хА(М)^тп. 
Далее, JA0~A0, поэтому для некоторого п существует эпиморфизм 
/(П)->Л0. Обозначим его ядро через N. Его можно вложить в Q(n-1), зна
чит, \iA(N) ^т(п— 1), откуда иА(Л0) ^u A (7 ( n ) )— \iA(N) =m, что и тре
бовалось доказать. 

Положим (1*(Л) =тах{фА(7) | /с :Л}. Как показано в [ И ] , [12], если 
Л=^=Л0, то \х*(А) = т а х р \i* (Лр). Следствие 2 означает, что \х*(А) = 
= | 1 А ( Д ) для полулокальных колец. В общем случае возможно 
|АА(Л0) = ОО, однако, если JLU(A)<OO, то вновь \х*(А) =^А(Л0) = 
= | 1 А ( Д / Л ) + 1. Если же (ыА(Л0)=оо, то, во всяком случае, \х*(А) = 
= т а х \хА(В), где В пробегает надкольца кольца Л. 

§ 2. Бассовы кольца 

Начиная с этого параграфа мы будем 'предполагать кольцо Л одно
мерным. К о л ь ц о м м н о ж и т е л е й идеала / назовем 0(1) = 
= Нот( / , / ) . Если /—большой идеал, то 0(1)—надкольцо Л, в про
тивном случае 0(1)—прямое слагаемое некоторого надкольца. Если 
0(1)= Л, идеал / назовем т о ч н ы м . Очевидно, 0(1)= О (Г); идеалы 
А и А* всегда точны. Говорят, что идеал / д е л и т идеал /, если J=11' 
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для некоторого Г. Легко проверить, что это эквивалентно существова
нию эпиморфизма /(п)-^7 для некоторого п. Если / делит свое кольцо 
множителей, назовем его о б р а т и м ы м ; если /* обратим, назовем / 
к о о б р а т и м ы м. 

Для двух больших идеалов / и / положим / : / = {x(iQ\xIczJ}. Оче
видно, J:I— большой идеал, изоморфный Н о т ( / , / ) ; в частности, 
А* :1~Г. Кроме того, / делит J тогда и только тогда, когда / ( / : / ) = / . 
Введенные понятия (кроме кообратимости) общеприняты в теории чи
сел и целочисленных представлений [3], i[9]. Нам понадобятся также сле
дующие простые факты, хорошо известные в теории целочисленных 
представлений [9], [5]. 

П р е д л о ж е н и е 1. Для любых больших идеалов I и J имеем 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что вложение IczQ 
индуцирует гомоморфизм /®/->-Qc^Q®/ с образом / / и конечным ядром 
Tori(Q//, / ) . Поэтому IJ~I®Jlt(I®J)9 и, так как А*—решетка, 
Нот (//, А*) ~ Н о т (7®/, Л*) ~ Н а т (/, Г) ~Г : /. 

С л е д с т в и е 1. 7/*~0(/)*; в частности, всякий точный А-идеал де
лит А*. 

С л е д с т в и е 2. Идеал I кообратим тогда и только тогда, когда 
О* (I) C^LI : / для некоторого J. 

П р е д л о ж е н и е 2. Идеал I обратим тогда и только тогда, когда он 
проективен как 0(1) -модуль. I кообратим тогда и только тогда, когда 
inj. dimo (j)/=l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из предложения 1.1 работы [5] и двой
ственности. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть I — большой идеал локального кольца А. 
У I есть ровно один максимальный подмодуль (минимальный над-
модуль) тогда и только тогда, когда 1~А (соответственно 1~А*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Максимальный идеал р — единственный мак
симальный подмодуль в А. Наоборот, если //р/~Л/:р, этот изоморфизм 
продолжается до эпиморфизма / : Л->/. Но, поскольку I®Q~Q, f — изо
морфизм. Второе утверждение двойственно первому. 

Пусть теперь Л—полулокальное кольцо, R = radA и A'=0(R). 
П р е д л о ж е н и е 4. А/=А тогда и только тогда, когда А целозам-

кнуто (в Q). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, можно считать кольцо Л локаль

ным, A'^lxdQlxRczR}—сумма всех минимальных надмодулей R, 
поэтому, если А'=А, А является единственным минимальным над-
модулем у R. Пусть М — какой-нибудь минимальный надмодуль Л. 
Тогда A^MRZDR, НО ИЗ MR — R следовало бы, что MczA/=A, значит, 
MR = A — единственный максимальный подмодуль в М и М~А. Отсю
да A=MR~AR = R, т. е. R — главный идеал и Л — кольцо дискретного 
нормирования [4]. Обратное очевидно. 

П р е д л о ж е н и е 5. Если локальное кольцо А не целозамкнуто, то 
A'=A:R, (A'y~A*R, A:A'=R и A*A'~R\ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . А=э (А: R)R=)R, поэтому, если R^A (т. е. А 
не целозамкнуто), (A:R)R = R и А:R=R :R=A'. Кроме того, 
Л * А Ф А \ значит, R*czA*A'czR*A/=R* (заметим, что R*— единственный 
минимальный надмодуль у А*). Оставшиеся две формулы получаются 
применением предложения 1. 

Напомним, что одномерное кольцо А называется г о р е н ш т е й н о -
в ы м, если inj. dim Л = 1 (см. [12]), т. е., по предложению 2, А кообрати-
мо (как идеал). Максимальный идеал уаА назовем к р и т и ч е с к и м , 
если локальное кольцо Ар не целозамкнуто, или, что то же (ввиду 
предложения 4), если О (р) ф А. 

П р е д л о ж е н и е 6 (см. [12]). Следующие условия равносильны; 
1) А горенштейново; 
Г) идеал А* обратим; 
2) всякий точный А-идеал обратим; 
2') всякий точный А-идеал кообратим; 
3) \\>А(0(У)) ^ 2 для всякого максимального идеала уаА; 
3') 0(р)/Л~Л/р для любого критического р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1)^=^1') и 2)^=^2') ввиду двойственности. 

3)^=^3'), так как для критических р всегда \хА(0(^))=\хА(0(^)/А) + \. 
Далее, 1)^=^2) последствию 1 из'предложения 1. Наконец, эквивалент
ность 1)^=^3') достаточно проверить для локальных колец, а тогда она 
следует из предложений 3 и 5. 

Согласно [6], [5], будем говорить, что кольцо А б а с с о в о , если все 
его надкольца горенштейновы. 

Т е о р е м а 2. Следующие условия равносильны: 
1) А бассово; 
2) А горенштейново и для любого критического у кольцо 0(f) так

же горенштейново; 
3) всякий А-идеал обратим; 
3') всякий А-идеал кообратим; 
4) ц*(Л)<2; 
4') В/А — циклический А-модулъ для любого надкольца В кольца А. 
Если целое замыкание А0 кольца А в Q конечнопорождено как 

А-модуль (например, если А полулокально; см. следствие 2 из теоре
мы 1), эти условия равносильны еще условию 

4") А0/А — циклический А-модуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1)^=^3)^=^3') по предложению 6, а 4)^=^-

^=^4/)^=^4//) по следствию 2 из теоремы 1. 
Заметим, что все условия теоремы достаточно проверять для лока

лизаций, поэтому далее мы будем считать, что А — локальное кольцо с 
максимальным идеалом р; k=A/y; А'=0(у). Положим также r a c M ' = 
= » / , A"=0(tf), racM"=p". 

Целозамкнутые кольца, очевидно, удовлетворяют всем условиям 
теоремы. Кроме того, ввиду следствия 2, для надколец А выполнено 
условие максимальности. Поэтому можно применить «нётерову индук-
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цию», т. е. считать, что для надколец А теорема 2 верна. Тогда 4)=>-2) 
по предложению 6 и индукции. 

2) =^4"). Если А0 = А', это следует из предложения 6. В противном 
случае, по предложению 4, у'ф$, причем, ввиду горенштейновости, 
у~А' и A'№c^Afo = k, а у'~А" и является единственным минимальным 
Л'-надмодулем у р. Поэтому $Л"=р' и уА0 = у'А0, а тогда \хА(А0/А) = 
= /А (Ао/уАо) —1 = / А ' (Л 0/р'Л 0) — 1 = |1А- (Л0/Лх) ^ 1 (по предположению 
индукции). 

2)=Ф-1). Очевидно, достаточно проверить горенштейновость А!' в 
случае, когда АъфА"фА'. Тогда, как и выше, Л'7У7—A'ltfc^.k. Кроме 
того, так как А! горенштейново, р^Л'с^Л')*, и, беря у этих модулей 
единственные минимальные Л'-надмодули, мы получим, ввиду предло
жения 5, что р ^ Л " ^ ^ 7 ) * — (Л")*, т. е. А" горенштейново. 

З а м е ч а н и е . Эквивалентность 1)^=^4) и импликацию 1)=^3) до
казал X. Басе [12]. Эквивалентность 1)-Ф=^2) установил Е. Мэтлис [16]. 
Эквивалентность 1)^=Ф-3) доказали В. В. Кириченко и автор [5]. Эквива
лентность условий 4) и 4") впервые указана 3. И. Боревичем и 
Д. К. Фаддеевым [2]. 

§ 3. Основная теорема 

Пусть Л по-прежнему — одномерное кольцо, Л0—его целое замыка
ние в Q. Идеал / назовем о т м е ч е н н ы м , если для любого максималь
ного идеала ре:Л Лгидеал h обратим или кообратим (очевидно, это 
условие достаточно проверять для критических р). Поле k назовем 
2 - с о в е р ш е н н ы м , если у него нет несепарабельных квадратичных 
расширений. В этом параграфе мы докажем следующую основную тео
рему. 

Т е о р е м а 3. Рассмотрим следующие условия: 
1) [х*(Л)<3; 
У) \ЛА(В/А) ^ 2 для любого надкольца В кольца Л; 
2) всякий А-идеал отмечен; 
3) Р обратим для всякого А-идеала I. 
Тогда 1)^=^1') =^2) =Ф-3). Если все поля вычетов Л/р для критических 

у 2-совершенны, то 2)=М). Если, кроме того, ни для какого критическо
го р фактор-кольцо Л/р не есть поле из двух элементов, то 3)=М). 

Если, наконец, \iA(Ao)<°°, TO 1) и У) эквивалентны еще условию 
1") ixA(A0/A)^2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что все условия теоре

мы можно проверять локально, поэтому в дальнейшем будем считать, 
что Л — локальное кольцо с максимальным идеалом р и полем выче
тов k. Кроме того, бассовы кольца, очевидно, удовлетворяют всем пере
численным условиям, поэтому Л можно считать некассовым и приме
нять «нётерову индукцию», т. е. считать, что для надколец Л теорема 
верна. Положим Л'=0(:р), F=A'ly. F есть конечномерная алгебра над 
полем &, причем сИт/7=|хА(Л /). В дальнейшем мы всегда будем ото
ждествлять М/уМ с M®k. 
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lJ-^^l 'J-^^l") по следствию 2 из теоремы 1. 
2)=^3). Идеал / можно считать точным и необратимым. Тогда 

1~А*. По предложению 1, Р~(А: А*)*. Поскольку А* необратим, 
А*(А : А*) фА, а тогда А : Л * = » : А* и Р = РА'=.(1А')2. Но IA'— это 
уже Л'-идеал, а из индукционного предположения следует, что он 
обратим. 

Дальнейшее доказательство основано на следующей лемме. 
Л е м м а . Пусть I — некоторый А-идеал, J=IA'. Тогда /=э/гэ^/=р/ ; 

l®k— подпространство в F-модуле I®k, содержащее систему образую
щих этого модуля. Наоборот, если J есть Af-идеал, V — подпространство 
в J®k, содержащее систему образующих этого F-моду ля, и 1=1 (V) — • 
прообраз V в J, то I — такой А-идеал, что IA'=J, a V=I®k. Еслц V — 
другое подпространство в J®k, содержащее систему образующих, то 
I(V)~I(U) тогда и только тогда, когда U—aV для некоторого обрати
мого элемента a£F. Наконец, А-идеал I(V) точен тогда и только тогда, 
когда J — точный А'-идеал, делящий р*, и из включения aVczV для ка
кого-либо adF следует, что adk. 

Все утверждения этой леммы, кроме точности Л'-идеала /, очевид
ны. Но если / — точный Л-идеал, то, по следствию 1 из предложения 1, 
П*~А*, а тогда 1Г~А*А'~р (предложение 5) и 0(J)aO(tf) = А\ что 
и требовалось доказать. 

Подпространство V в некотором F-модуле, содержащее систему 
образующих, мы будем называть п о р о ж д а ю щ и м . Если из aVczV 
следует a£k, будем говорить, что V точно , а подпространства V и aV, 
где а — обратимый элемент из F, назовем п о д о б н ы м и . Заметим еще,, 
что если 1=1 (V), то, очевидно, \iA(I)= dim V. 

1)=^2). Достаточно показать, что у Л есть не более двух классов 
точных идеалов. Если |ыА(Л /)^2, то, по предложению 6, всякий точный 
идеал обратим, т. е. главный. Поэтому можно считать, 'что \хА(А') = 
=>dimF=3. Тогда легко убедиться, что для F есть следующие возмож
ности: 

а) F=k®k®k; 
б) F=k®k[r\ r 2 = 0 ; 
в) F=k@k[a\ где k[a] — квадратичное расширение поля k; 
г) F=k[r\ r3=0; 
д) F=k[a] — кубическое расширение k (в этом случае а можно 

выбрать удовлетворяющим уравнению a3=pa + q, где р и q — элементы 
поля k) ; 

е) F=k[ru r2], /у*—0 для любых i9 /. 
В случаях а)—д) F — прямая сумма алгебр с одним минимальным 

идеалом. Из предложения 3 тогда следует, что ^ ( Л ' ) * , и, по лемме, 
если / — точный Л-идеал, то IA! обратим, т. е. 1А'~А!. Поэтому клас
сификация точных Л-идеалов сводится к классификации с точностью 
до подобия точных порождающих подпространств V в A'®k = F. Если 
d i m V = l , то /(V)—главный идеал, следовательно, можно считать 
dim V=2. Но тогда легко проверить, что умножением на обратимые 
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элементы из F подпространство V можно перевести в подпространство 
с базисом, имеющим вид (в зависимости от вида F): 

а) £i + £3, £г + £з (еи е2у ^з—примитивные ортогональные идемпо-
тенты); 

б) 1+г, е (е — тот примитивный идемпотент, для которого ег=г); 
в) 1+а, е (е — тот примитивный идемпотент, для которого £ а = а ) ; 
г) 1,г; 
Д) 1, а. 
В случае е), если V — порождающее подпространство в F, оно со

держит обратимый элемент, поэтому можно считать, что 16V, а тогда, 
как легко видеть, V—подалгебра в F и может быть точным, лишь если 
V=k, т. е. I(V)= А. Иными словами, А — единственный, с точностью 
до изоморфизма, точный идеал, лежащий между Л' и р. Кроме того, 
$±1*(А'У, значит, р~Л'. Поэтому возможно еще / Л ' ~ (Л')*~)>\ Но, вви
ду двойственности, А*— единственный точный идеал, лежащий между 
р* и р*р~(Л')*, т. е. и в этом случае у А всего два класса точных идеалов. 

Импликации 2)=^1) и 3)=М) (при ограничениях на Л/р, указанных 
в теореме) мы будем доказывать одновременно, так как из импликации 
2)=^3) следует, что 2)=М) нужно проверять лишь в тех случаях, когда 
не удается доказать, что 3)=М). Поле k будем считать 2-совершенным. 

Положим В = уА0+А. Имеем 5/Ио^Л/(ЛПИо) = Л / р = £ , значит, 
В — локальное кольцо с радикалом рЛ0, причем \хА(А0) =^ Б (Л 0 ) . По
этому в дальнейшем мы будем считать, что Л = 5 , т. е. А'=О(у)=А0у 
a F=AQ/y. Предположим, что dimF=\iA(A0)'^49 но Р обратим для 
любого идеала /. Рассмотрим в F подпространство V с базисом [1,а] 
(мы будем писать V=[\,a] и I(V) = / [ 1 , а]). Если I=I(V), то 

/ 2 = / [ 1 , а, а2]. Поскольку Р обратим, V2=[\9a9a2]— подалгебра в F; 
в частности, a3GV2. 

Пусть R = radF, S = F/R. Еслигб/?, то из включения r36[l, r, r2]следует, 
что г3 = 0. Но R— главный идеал (так как в Л0 все идеалы главные), по
этому R3=0. Если в F есть нетривиальный идемпотент е и г€(1—e)R, 
положим а = е + г\ а2 = е + г2 и а3=е + г3 = е. Тогда из сс36[1, а, а2] сле
дует, что г2 = 0. Итак, в этом случае R2 = 0. Предположим, наконец, что 
в F есть три нетривиальных ортогональных идем'потента еи е2, ez 
(^ + 2̂ + ^3=1) и е^ЭгфО. Тогда, как легко видеть, I=I[ei + e2 + r9 
£i + £3] и P = I[et + e29 et + eZ9 е{ + г] — точные идеалы, в частности, /2 

необратим, что невозможно. Значит, в этом случае обязательно 

Заметим теперь, что если adS, то также а36[1, а, а2]. Поскольку 
170ле k 2-совершенно, отсюда следует, что если К — простая компонен
та S, то dim/С^З, кроме случая, когда char& = 3 и К — чисто несепа-
рабельное расширение k высоты 1. Но в последнем случае, если 
dim/C>3, в К найдутся два такие элемента, а и |3, не лежащие в k, 
что k(a)r\k($)=k. Тогда Р, где / = [ 1 , а, (3], необратим (так как 
[1, а, р, а2, ар, р2] — не подалгебра в К), что невозможно. Значит, и 
здесь dim/С^З. 
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Предположим, что S = K. Тогда /?=^=0. Если dim/C=3, выберем 
a§k+R, рб/? и положим / = / [ 1 , а, р]. Тогда /2 = /[1, а, р, а2, р2, ар] не
обратим, поскольку а2рф[1, а, р, а2, р2, ар], что невозможно. Итак, 
d i m / ( ^ 2 . Но если K=k, то из R3 = 0 следует, что d i m F ^ 3 , поэтому 
dim/C=2. К сепарабельно (так как k 2-совершенно), значит, можно 
считать, что F=K(BR. Пусть /C=fe[(o], где со — корень уравнения 
х2—px + q=0 (/?, qd.k), r£Ry а=со + г. Тогда а2 = рсо—<7+2сог + г2 и 
а3=(р2—д)со—pq + Зрыг—3gr + 3cor2. Поскольку 1, со, г, cor, a если ггФ0, 
то и г2, cor2 линейно независимы над k, из а3б[1, а, а2] вытекает г2 = 0. 
Пусть а3 = а + Ьа + са2. Тогда Зр = 2с, значит, char A = '̂2 (иначе /С несе-
иарабельно); — 3q=b, —pb = a—qc и p2—q—b+pc, откуда р2—4q=0, 
что невозможно, так как это дискриминант неприводимого многочлена 
я2—px + q. 

Пусть теперь БфК. Покажем, что тогда d i m K ^ 2 . Обозначим через 
е идемпотент, для которого eS = K, f—l—е, а=/+'Со, где соб/С, и пусть 
минимальный многочлен т(х) для со — кубический: т(х) = 
= х3—ах2—Ьх—с. Имеем a2 = f + co2; а3 = / + асо2 + йсо + с£, и, если 
а8€.[1, ее, а2], то а3 = с + &а + аа2, откуда a + b + c=l и т ( 1 ) = 0 , что не
возможно. Аналогично можно проверить, что если 5 имеет три или бо
лее простые компоненты, то обязательно K=k. 

Покажем теперь, что всегда R = 0. Рассмотрим случай S = K(BL, 
причем K=k((d)¥=k и R¥=0. Если в R найдется элемент г такой, что 
er=0y TReK=eS, е2 — е, то, 'полагая a=co + r, получим а2 = со2 и а3 = со3(£ 
(£[1, а, а2] , так как а3фса2 при cdk. В противном случае eRdr=^0, и, 
принимая a = co + r, получим а2 = рсо—qe+2®r, а3=(р2—q)<o—pqe + 
+ 3pa)r+3qr, где х2—px + q — минимальный многочлен для со. Если 
a3G[l, а, а2], то, поскольку элементы 1, со, г, е> cor линейно независимы, 
a3 = 3qa + pa2, и, приравнивая коэффициенты при со и cor, получим, что 
char& = 2 (так как q¥=0) и р — 0, что невозможно, так как k 2-совер
шенно. 

Если же S = k(Bk, eu е2—соответствующие идемпотенты, то посколь
ку R2 = 0, a d i m F ^ 4 , е^Эг^О и e2Rdr2=£0. Тогда, полагая а = 
= е1 + г1 + г2, видим, что az = el + 2ri и a3 = ei + 3ri$[l, а, а2]. 

Итак, F—S и либо Р=К^К2, где Ki и К2—квадратичные расшире
ния k, либо F—k®...(Bk (число слагаемых д ^ 4 ) . В этом случае для 
доказательства импликации 3)=М) уже нужно предполагать, что k со
держит больше двух элементов. Тогда, если F=Ki®K2, то образующие 
со» полей Кг можно выбрать так, чтобы их минимальные многочлены, 
т{(х)—х2—а{х + Ьи не имели общих корней. Пусть тогда а = 0 ! + со2. 
а2 = а1со1—biei + a2{^2—b2e2i где е{—идемпотенты такие, что Ki=e{F; 
а3=(а2—b i)a) i—a ib ie i+(al—b2)^2—a2b2e2. Легко проверить, что 1, а, а2 

линейно независимы, а определитель, составленный из коэффициентов 
разложения 1, а, а2, а3 по базису еи соь е2, со2, равен результанту мно
гочленов mi(x) и т2(х). Поэтому а3$[1, а, а2]. 

Остается случай, когда в F есть 4 нетривиальных ортогональных 
идемпотента eiy e2i e3, е4 таких, что е^е2 + е3 + ек=^\. Положим 



Идеалы коммутативных колец 345 

]/=[е, + е3 + еку е2 + е3 + сеД (сФО, сФ1), У2=[е{ + е3 + е„ е3 + се„ 
е2 + ̂ ъ + с2е^. Из того, что сфО и сФ1, тривиально следует, что V и V2— 
точные подпространства, поэтому, если 1=1 (V), то P = I(VZ) не
обратим. 

Для доказательства импликации 2)=Ф-1) нужно еще показать, что 
даже если к—-поле из двух элементов, в последних двух случаях есть 
по меньшей мере два неизоморфных необратимых точных идеала. Но 
нетрудно убедиться, что при F=Ki(BK2—это идеалы /[1, et + Oi] и 
/[1, е2 + со2], а при \=e1 + e2 + es + ek (^—нетривиальные ортогональные 
идемпотенты) —это идеалы 1{еу + е3 + е^ е2 + е3] и I[ei + e3 + et9 e2 + ez + e& 
Теорема полностью доказана. 

§ 4. Зависимость числа классов точных идеалов от поля вычетов 
Пусть А — одномерное локальное кольцо с максимальным идеалом 

р и полем вычетов k, (причем О(р)=Л0—целое замыкание А в Q и 
1хА(А0/А)^3. F=A0/y есть ^-алгебра размерности п^4. Нас будут ин
тересовать идеалы / вида I(V), где V — двумерное точное порождающее 
подпространство в F (см. лемму из § 3). Если Ii = I[a9 р] и / 2 =Ду, б] — 
два таких идеала, то из упомянутой леммы следует, что Л ^ / 2 тогда и 
только тогда, когда существуют обратимый элемент G£F И обратимая 
матрица XGGL(2, k) такие, что (у, б) = (сг_1а, а_1|3)Х 

Множество пар (а, р) можно рассматривать как аффинное простран
ство над полем k размерности 2п. Нетрудно убедиться, что условие 
«а и р линейно независимы и [а, р]— точное порождающее подпростран
ство в F» выделяет в этом аффинном пространстве подмножество U, 
открытое в топологии Зарисского. Если U непусто, его размерность так
же равна 2п. Точки из U, определяющие изоморфные идеалы, лежат на 
орбитах алгебраической группы G = GL(1, F)xGL(2, k), которая дей
ствует на U по формуле (а, Р) (а, X) = (а_1а, о~*$)Х. Очевидно, под
группа, состоящая из пар (с, diag {с, с}), действует на U тривиально, 
так что фактическая размерность действующей группы равна п + 3<2п 
(так как п^А). Поэтому, если U непусто, число орбит группы G®k на 
U®k, где k — алгебраическое замыкание k, бесконечно. Более того, 
если поле k само бесконечно, то бесконечно уже число орбит G на U. 

Если k — конечное поле, (пусть fm(x)—такой многочлен степени т 
из А[х] со старшим коэффициентом 1, который неприводим по модулю J), 
Am=A[x]/(fm(x)). Тогда Ат—локальное кольцо с максимальным идеа
лом рЛп, причем Ат/$Ат—расширение степени т поля k (Ат—это «не-
разветвленное расширение степени т кольца А»). 

Т е о р е м а 4. Пусть А — одномерное локальное кольцо с 2-совершен-
ным полем вычетов k=A/$, A0—его целое замыкание в Q, причем 
ЦА(А0/А)^3. Если поле k бесконечно, то у А есть локальное надколь
цо В, имеющее бесконечно много классов точных идеалов. Если же к 
конечно, то В можно выбрать так, что число классов точных идеалов у 
колец Вт стремится к бесконечности при т->оо. 
3 Математический сборник, т. 101(143), № 3(11) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменяя А на уА0+А, можно считать, что 
О(р)=Л0 . Положим тогда В = А. Из приведенных выше рассуждений 
следует, что достаточно построить хотя бы одно двумерное точное по
рождающее подпространство V в F—AJy. 

Заметим, прежде всего, что если в F \ = е^ + ег-\-ег (е{—нетриви
альные ортогональные идемпотенты), то в качестве V можно взять 
[е, + е3, е2 + е3]. 

Рассмотрим теперь подпространство V=[ l , a] (a§k). Если оно не
точно, то {рб/7! pVc:V} = V, значит, V — подалгебра и a2GV. Положим 
# = radF, S = F/R. Тогда отсюда следует, что Я2 = 0, а если К — простая 
компонента F, то dim K^2 (из-за 2-совершенности). Кроме того, если 
е и f — ненулевые ортогональные идемпотенты, $deF и « = f + p, то 
a 2 = f + p2 и из а26[1, а] вытекает, что p2 = ap + fre, где a + ft=l, что воз
можно лишь при рбе&. Значит, в этом случае F=k@'k и d imF=2 . 

Остается случай, когда F=S(BR, S=k(®)—квадратичное расши
рение k, ЯЭгфО. Положим «=оо +г. Имеем а2 = оо2 + 2сог, и поскольку 
1, со, г, cor линейно независимы, из «2в[1, «] следует, что char& = 2 и 
со26&, что невозможно. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Более тщательный (но весьма громоздкий) анализ 
показывает, что если k — поле из q элементов, то у Л всегда есть над
кольцо, имеющее по меньшей мере q классов точных неглавных идеалов. 

§ 5. Глобализация: абстрактные кривые 

А б с т р а к т н о й к р и в о й мы будем называть одномерную локаль
но нётерову редуцированную схему S. Обозначим через О структурный 
пучок схемы S, Q — его пучок колец частных. Квазикогерентный пучок 
(^-модулей JC назовем пучком б е з к р у ч е н и я ( п е р и о д и ч е с к и м , 
д е л и м ы м ) , если такими являются все его слои JLX (как (7х-модули) 
для любой замкнутой точки xdS. Из одномерности S следует, что перио
дический пучок Л — это «пучок небоскребов», т. е. для любого откры
того множества U имеем <M(U)=(B,MX (x пробегает замкнутые точки 
из U). Когерентные пучки без кручения назовем !п у ч к а м и р е ш е т о к . 
Через k(x) обозначим поле вычетов точки х, через Е(х) —инъективную 
оболочку С?х-модуля k(x) и через & — периодический пучок, для кото
рого <£х~Е(х). ИЗ результатов Е. Мэтлиса следует, что функтор 

Зг\г+&=Жът(&~, &) является инволюцией категории когерентных пе
риодических пучков. 

Через v:S0->S обозначим нормализацию схемы 5. Структурный пу
чок (У0 схемы 50 естественно рассматривать как подпучок в Q. Если 
Oi—пучок колец такой, что ОаО^аО^ то ему соответствует схема S{ 
и сюръективный морфизм f:Si-^Si являющийся бирациональным изо
морфизмом. Такие морфизмы назовем с у б н о р м а л ь н ы м и . 

В этих терминах глобализация полученных результатов приводит к 
следующим теоремам. 
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Т е о р е м а V. Для всякой абстрактной кривой S существует эпимор
физм пучков Q-+&. Если О*—его ядро, то функтор Jl-\-*JC= 
=Жот(Ж, О*) является инволюцией категории пучков О-решеток, при
чем, если 3? — любой пучок с таким свойством, то &х~0*х для всех 
x£S. Кроме того, если f : Jf-^Jt — мономорфизм пучков решеток с пе
риодическим коядром, то и f*:J?*-*JP*—мономорфизм с периодическим 
коядром, причем Goker/*~Coker/. 

Кривая 5 называется г о р е н ш т е й н о в о й , если все локальные 
кольца Ох горенштейновы, и бассовой, если все Ох бассовы (или, что то 
же, для любого конечного субнормального морфизма y.Si-^S кривая 
St горенштейнова) [5]. Очевидно, эти условия достаточно проверять для 
особых точек кривой. Если х — такая точка, обозначим через 
qx:S(x)-+S субнормальный морфизм, определяемый пучком колец О' 
таким, что (Уу—(УУ при уфх и б'х = (У(шх), где шх—максимальный 
идеал кольца Ох. Наконец, пучок О'-идеалов назовем о б р а т и м ы м 
( к о о б р а т и м ы м ) , если таковы все его слои (это определение не со
гласуется с общепринятым в алгебраической геометрии; однако легко 
видеть, что обратимые пучки идеалов в нашем смысле — это прямые 
образы обычных обратимых пучков при конечных субнормальных мор-
физмах). 

Т е о р е м а 2'. Следующие условия равносильны: 
1) абстрактная кривая S бассова; 
2) 5 горенштейнова, и для любой особой точки х кривая Sx также 

горенштейнова; 
3) всякий пучок О-идеалов обратим; 
3') всякий пучок (У-идеалов кообратим; 
4) для любого конечного субнормального морфизма ф: S^S пучок 

OJO порождается одним глобальным сечением. 
Если нормализация v : SQ-+S конечна, эти условия равносильны еще 

условию 
4') пучок (У0/(У порождается одним глобальным сечением. 
Пучок идеалов назовем о т м е ч е н н ы м , если все его слои обратимы 

или кообратимы. 
Т е о р е м а 3'. Рассмотрим следующие условия: 
1) для любого конечного субнормального морфизма ф: SJ -KS пучок 

OJO порождается двумя глобальными сечениями; 
2) всякий пучок О-идеалов отмечен; 
3) для всякого пучка идеалов J пучок Уг обратим. 
Тогда 1)=^2)=Ф-3). Если все поля вычетов k(x) для особых точек х 

2-совершенны, то 2)=М). Если, кроме того, ни для какой особой точки х 
поле k(x) не состоит из 2-элементов, то 3)=М). 

Если, наконец, нормализация v:S0-+S конечна, то условие 1) экви
валентно условию 

V) пучок OJO порождается двумя глобальными сечениями. 

3* 
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В заключение отметим, что если рассматривать обычные алгебраиче
ские кривые над алгебраически замкнутым полем k, то, как указано в 
[5], бассовы кривые — это в точности кривые с квадратичными особен
ностями. Аналогично, кривые, удовлетворяющие условию 1) теоре
мы 3'—это, конечно, кривые с кубическими особенностями. 

(Поступила в редакцию 18/XI 1974 г.) 
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