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Ðîçäië 1

Êîìáiíàòîðèêà

1. Áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Áiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè çâóòüñÿ ôóíêöi¨(
x

n

)
=
x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)

n!
,

äå n!, ÿê çâè÷àéíî, ïîçíà÷à¹ ôàêòîðiàë íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òîáòî
n! = 1 · 2 · · · · · n. Çîêðåìà,

(
x
1

)
= x i

(
n
n

)
= 1. Ìè ïîêëàäåìî òàêîæ

0! =
(
x

0

)
= 1 äëÿ âñiõ x.

Çäåáiëüøîãî íàì çíàäîáëÿòüñÿ çíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié, êîëè x òàêîæ
¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, àëå çíà÷åííÿ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ äëÿ íå-
öiëèõ x òàêîæ çóñòði÷àþòüñÿ äîñèòü ÷àñòî. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàòó-
ðàëüíèõ x ≥ n ìàþòü ìiñöå ðiâíiñòi

(
x
n

)
= x!

n!(x−n)! =
(

x
x−n

)
. ßêùî æ x

� íàòóðàëüíå ÷èñëî, ìåíøå çà n, î÷åâèäíî,
(
x
n

)
= 0. Âàæëèâîþ ¹ òàêîæ

íàñòóïíà âëàñòèâiñòü öèõ ôóíêöié.

Òâåðäæåííÿ 1.1.2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n òà äëÿ âñiõ x(
x+ 1
n

)
=
(
x

n

)
+
(

x

n− 1

)
Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 1 öÿ ôîðìóëà òðèâiàëüíà. ßêùî n > 1,(
x

n

)
+
(

x

n− 1

)
=
x(x− 1) . . . (x− n+ 1)

n!
+
x(x− 1) . . . (x− n+ 2)

(n− 1)!
=

=
x(x− 1) . . . (x− n+ 2)(x− n+ 1 + n)

n!
=

=
(x+ 1)x . . . (x− n+ 2)

n!
=
(
x+ 1
n

)
.

�

Òåîðåìà 1.1.3 (Áiíîìiàëüíà ôîðìóëà). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî n

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Äîâåäåííÿ. ßêùî n = 1, öÿ ôîðìóëà çíîâó òðèâiàëüíà. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî âîíà âiðíà äëÿ ÷èñëà n, i ïåðåâiðèìî, ùî âîíà âiðíîþ i äëÿ n+1.
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Äiéñíî,

(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n = (x+ y)
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k =

=
n∑

k=0

(
n

k

)
xk+1yn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k+1 =

=
n∑

k=0

((
n

k − 1

)
+
(
n

k

))
xkyn−k+1 =

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
xkyn+1−k.

Ó îñòàííüîìó ðÿäêó ìè âèêîðèñòàëè òâåðäæåííÿ 1.1.2. Îòæå, çà ïðèíöè-
ïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ áiíîìiàëüíà ôîðìóëà ¹ âiðíîþ äëÿ âñiõ n. �

Íàñëiäîê 1.1.4. 1. ßêùî n i k íàòóðàëüíi, òî é
(
n
k

)
� íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî.
2.
∑n

k=0

(
n
k

)
= 2n.

3.
∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)
= 0.

Äîâåäåííÿ. 1 âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà (x+y)n

� íàòóðàëüíi ÷èñëà.
2 òà 3 îäåðæóþòüñÿ ç áiíîìiàëüíî¨ ôîðìóëè, ÿêùî ïîêëàñòè, âiäïî-

âiäíî, x = y = 1 òà x = 1, y = −1. �

Ôîðìóëà 3 ç îñòàííüîãî íàñëiäêó ïîêàçó¹, ùî ñóìè áiíîìiàëüíèõ êî-
åôiöi¹íòiâ

(
n
k

)
ç ïàðíèìè i ç íåïàðíèìè íîìåðàìè k ðiâíi.

Ç òâåðäæåííÿ 1.1.2 âèâîäèòüñÿ ùå îäíà äóæå âàæëèâà âëàñòèâiñòü
áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Íåõàé f(x) ÿêàñü ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî ∆f(x) = f(x+ 1)− f(x). Î÷åâèäíî, äëÿ
äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî x ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

f(x) = f(0) +
x−1∑
k=0

∆f(k).

Êðiì òîãî, ∆xn = (x+ 1)n− xn =
∑n−1

k=0

(
x
k

)
xk, òîìó, ÿêùî f(x) � ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíÿ n, òî ∆f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n− 1. Òâåðäæåííÿ 1.1.2
ïîêàçó¹, ùî ∆

(
x
n

)
=
(

x
n−1

)
, îòæå, îñêiëüêè

(
0
n

)
= 0, ïðè n ≥ 1 i íàòóðàëü-

íîìó x (
x

n

)
=

x−1∑
k=1

(
k

n− 1

)
.

Òåîðåìà 1.1.5. Íåõàé f(x) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí ç êîìïëåêñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè ñòåïåíÿ n, òàêèé ùî f(0), f(1), . . . , f(n) � öiëi ÷èñëà.
Òîäi iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà c0, c1, . . . , cn, ùî

f(x) =
n∑

m=0

cm

(
x

m

)
.

Çàóâàæèìî, ùî, çà íàñëiäêîì 1.1.3.1, ñïðàâåäëèâå é îáåðåíå òâåðäæå-
ííÿ: òàêà ñóìà ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó (i
íàâiòü öiëîìó) çíà÷åííi x.
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà ñòåïåíåì n. ßêùî n = 0,
f(x) = c0

(
x
0

)
, äå c = f(0). Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ n, i âèâåäåìî, ùî âîíî âiðíå i äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ
n+1. Äiéñíî, íåõàé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n+1 ïðèéìà¹ öiëi çíà÷åííÿ
ïðè x = 0, 1, . . . , n + 1. Òîäi ∆f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n, i éîãî çíà-
÷åííÿ ïðè x = 0, 1, . . . , n öiëi. Îòæå, çíàéäóòüñÿ öiëi ÷èñëà c1, c2, . . . , cn,
òàêi ùî

∆f(x) =
n∑

m=0

cm

(
x

m

)
.

Òîäi, ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ x

f(x) = f(0) +
x−1∑
k=1

n∑
m=0

cm

(
x

m

)
=

= f(0) +
n∑

m=0

cm

x−1∑
k=1

(
x

m

)
= f(0)

(
x

0

)
+

n∑
m=0

cm

(
x

m+ 1

)
.

Àëå âiäîìî, ùî êîëè äâà ìíîãî÷ëåíè ïðèéìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ â
íåñêií÷åííié êiëüêîñòi òî÷îê, âîíè çáiãàþòüñÿ. Îòæå îñòàííÿ ðiâíiñòü
ìà¹ ìiñöå ÿê ðiâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ. Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
òåîðåìà âiðíà äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ âñiõ ñòåïåíiâ. �

Âiäçíà÷èìî ùå íàñòóïíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü, ÿêà âèòiêà¹ ç ïîïåðå-
äíiõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 1.1.6. Íåõàé f : N → C � òàêà ôóíêöiÿ, ùî ∆f(x) �
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n. Òîäi f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n + 1, ÿêèé ¹
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöiåíòiâ

(
x
m

)
ç m ≤ n+ 1.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1.1.4, ∆f(x) =
∑n

m=0 cm
(

x
m

)
äëÿ äåÿêèõ

çíà÷åíü ck. Òîäi çíîâ

f(x) = f(0) +
x−1∑
k=1

n∑
m=0

cm

(
x

m

)
=

= f(0) +
n∑

m=0

cm

x−1∑
k=1

(
x

m

)
= f(0) +

n∑
m=0

cm

(
x

m+ 1

)
.

Çàëèøà¹òüñÿ çãàäàòè, ùî
(

x
m

)
� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ m. �

2. Àëãåáðà ìíîæèí

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ ìíîæèí.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Íåõàé äàíî íàáið ìíîæèí Mi (i ∈ I).
1. Îá'¹äíàííÿì ìíîæèí Mi çâåòüñÿ ìíîæèíà

⋃
i∈I Mi, òàêà ùî x ∈⋃

i∈I Mi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x ∈ Mi äëÿ äåÿêîãî (ïðèíàéìíi
îäíîãî) iíäåêñà i. ßêùî ìíîæèíà iíäåêñiâ I ïîðîæíÿ, ââàæàþòü,
ùî îá'¹äíàííÿ

⋃
i∈I Mi � òàêîæ ïîðîæíÿ ìíîæèíà.
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2. Ïåðåòèíîì ìíîæèí Mi çâåòüñÿ ìíîæèíà M =
⋂

i∈I Mi, òàêà ùî
x ∈

⋂
i∈I Mi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x ∈Mi äëÿ âñiõ iíäåêñiâ i ∈ I.

ßêùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òàêi ìíîæèíè, ÿêi ¹ ïiäìíîæè-
íàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè U (¾óíiâåðñóìó¿), ââàæàþòü,
ùî êîëè ìíîæèíà iíäåêñiâ I ïîðîæíÿ, ïåðåòèí

⋂
i∈I Mi ¹ âåñü

óíiâåðñóì U .
3. Ðiçíèöåþ ìíîæèí M i N çâåòüñÿ ìíîæèíà M \ N , òàêà ùî x ∈
M \N òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x ∈M , àëå x /∈ N . ßêùî ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî ëèøå òàêi ìíîæèíè, ÿêi ¹ ïiäìíîæèíàìè äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨
ìíîæèíè U (¾óíiâåðñóìó¿), òî ðiçíèöþ U \M çâóòü äîïîâíåííÿì
äî M i ïîçíà÷àþòü {M .

4. Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí Mi çâåòüñÿ ìíîæèíà
∏

i∈I Mi,
åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ôóíêöi¨ p : I →

⋃
i∈I Mi, òàêi ùî p(i) ∈ Mi

äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Çîêðåìà, ÿêùî ïðèíàéìíi îäíà ç ìíîæèí Mi

ïîðîæíÿ, äîáóòîê
∏

i∈I Mi òàêîæ ïîðîæíié.
ßêùî ìíîæèíà iíäåêñiâ I ñêií÷åííà: I = { i1, i2, . . . , in }, åëå-

ìåíòè äåêàðòîâà äîáóòêó çâè÷àéíî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi âïîðÿä-
êîâàíèõ íàáîðiâ p = (x1, x2, . . . , xn), äå xk = p(ik) ∈Mik .

Íàãàäà¹ìî òàêîæ äåÿêi âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàöié.

Òâåðäæåííÿ 1.2.2. 1. Çàêîíè äèñòðèáóòèâíîñòi:

M ∪
(⋂

i∈I

Ni

)
=
⋂
i∈I

(
M ∪Ni

)
;

M ∩
(⋃

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

(
M ∩Ni

)
.

2. Ïðàâèëà äå Ìîðãàíà:

M \
(⋂

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

(
M \Ni

)
;

M \
(⋃

i∈I

Ni

)
=
⋂
i∈I

(
M \Ni

)
.

Çîêðåìà,

{
(⋂

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

(
{Ni

)
;

{
(⋂

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

(
{Ni

)
.

3. Çàêîíè äîáóòêó:

M ×
(⋃

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

(
M ×Ni

)
;

M ×
(⋂

i∈I

Ni

)
=
⋂
i∈I

(
M ×Ni

)
;

M ×
(
N \ L

)
=
(
M ×N

)
\
(
M × L

)
.

Äîâåäåííÿ. Âñi öi ïðàâèëà äîâîäÿòüñÿ ïðîñòîþ ïåðåâiðêîþ, òîìó
ìè îáìåæèìîñü ëèøå îäíèì ç íèõ, íàïðèêëàä, äðóãèì ïðàâèëîì äå Ìîð-
ãàíà. Òðåáà ïåðåâiðèòè äâà âêëþ÷åííÿ:
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M \
(⋃

i∈I

Ni

)
⊆
⋂
i∈I

(
M \Ni

)
(i)

òà

M \
(⋃

i∈I

Ni

)
⊇
⋂
i∈I

(
M \Ni

)
.(ii)

Ïåðåâiðêà (i). ßêùî åëåìåíò x íàëåæèòü ëiâié ÷àñòèíi, âií íàëå-
æèòü M , àëå íå íàëåæèòü îá'¹äíàííþ

⋃
i∈I Ni, òîáòî íå íàëåæèòü æî-

äíié ç ìíîæèí Ni. Òîìó âií íàëåæèòü êîæíié ç ìíîæèí M \ Ni, òîáòî
íàëåæèòü ¨õíüîìó ïåðåòèíó. Îòæå ëiâà ÷àñòèíà ìiñòèòüñÿ â ïðàâié.

Ïåðåâiðêà (ii). ßêùî åëåìåíò x íàëåæèòü ïðàâié ÷àñòèíi, âií íàëå-
æèòü êîæíié ç ìíîæèí M \Ni, òîáòî âií íàëåæèòü M , àëå íå íàëåæèòü
æîäíié ç ìíîæèí Ni. Òîìó âií íå íàëåæèòü äî îá'¹äíàííÿ

⋃
i∈I Ni, à òî-

ìó íàëåæèòü äî ðiçíèöiM \
(⋃

i∈I Ni

)
. Îòæå, é ïðàâà ÷àñòèíà ìiñòèòüñÿ

â ëiâié. �

ßêùî çàäàíî âiäîáðàæåííÿ f : M →M ′, òî äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè
N ⊆ M âèçíà÷åíèé ¨¨ îáðàç f(N) = { f(x) |x ∈ N }, à äëÿ êîæíî¨ ïiä-
ìíîæèíè N ′ ⊆M ′ � ¨¨ ïðîîáðàç f−1(N ′) = {x ∈M | f(x) ∈ N ′ }. Ìàþòü
ìiñöå íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

Òâåðäæåííÿ 1.2.3. 1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäìíîæèí Ni ⊆M

f
(⋃

i∈I

Ni

)
=
⋃
i∈I

f(Ni);

f
(⋂

i∈I

Ni

)
⊆
⋂
i∈I

f(Ni);

f
(
N1 \N2) ⊇ f(N1) \ f(N2),

ïðè÷îìó íåðiâíîñòi ó äðóãîìó é òðåòüîìó ðÿäêàõ ìîæóòü áó-
òè ñòðîãèìè, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ií'¹êòèâíèì.

2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäìíîæèí N ′i ⊆M ′

f−1
(⋃

i∈I

N ′i
)

=
⋃
i∈I

f−1(N ′i);

f−1
(⋂

i∈I

N ′i
)

=
⋂
i∈I

f−1(N ′i);

f−1
(
N ′1 \N ′2) = f−1(N ′1) \ f−1(N ′2).

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f çâåòüñÿ ií'¹êòèâíèì, ÿêùî âîãî ïå-
ðåâîäèòü ðiçíi åëåìåíòè â ðiçíi, i ñþð'¹êòèâíèì, ÿêùî êîæåí åëåìåíò
ç M ′ ¹ îáðàçîì ÿêîãîñü åëåìåíòà ç M . Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå îäíî÷àñíî ¹
ií'¹êòèâíèì i ñþð'¹êòèâíèì, çâåòüñÿ ái¹êòèâíèì, àáî âçà¹ìíî îäíîçíà-
÷íèì.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1.2.3 çàëèøà¹òüñÿ ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâà.
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3. Ôîðìóëà âêëþ÷åííÿ i âèëó÷åííÿ

Ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç #(M) êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi M .

Òâåðäæåííÿ 1.3.1. Íåõàé M1,M2, . . . ,Mn � äåÿêi ñêií÷åííi ìíî-
æèíè. Òîäi

(3.1)

#
( n⋃

i=1

Mi

)
=

n∑
i=1

#(Mi)−
∑
i<j

#(Mi ∩Mj) +
∑

i<j<k

#(Mi ∩Mj ∩Mk)−

− · · ·+ (−1)m−1
∑

i1<i2<···<im

#
( m⋂

s=1

Mis

)
+ · · ·+ (−1)n−1#

( n⋂
i=1

Mi

)
.

Ôîðìóëà (3.1) çâåòüñÿ ôîðìóëîþ âêëþ÷åííÿ òà âèëó÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàéìîñÿ iíäóêöi¹þ çà n. Ïåðâiðèìî ñïî÷àòêó
ôîðìóëó (3.1), êîëè n = 2. Òîäi âîíà ìà¹ âèãëÿä

(3.2) #(M ∪N) = #(M) + #(N)−#(M ∩N).

Íåõàé M ∩ N = { a1, a2, . . . , ar } , M \ N = { b1, b2, . . . , bs } i N \ M =
{ c1, c2, . . . , ct }. Òîäi, î÷åâèäíî,

M ∪N = { a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs, c1, c2, . . . , ct } ,

òîáòî

#(M ∪N) = r+ s+ t = (r+ s) + (r+ t)− r = #(M) + #(N)−#(M ∩N),

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà (3.1) ¹ âiðíîþ äëÿ n ìíîæèí, i ðîçãëÿíåìî

íàáið ç n+ 1 ìíîæèíè M1,M2, . . . ,Mn+1. Ïîçíà÷èìî M =
⋃n

i=1Mi, N =
Mn+1. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi M
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (3.1). Êðiì òîãî, çà òâåðäæåííÿì 1.2.2.1,

M ∩N =
n⋃

i=1

(Mi ∩N),

çâiäêè, çíîâ-òàêè çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì,

#(M ∩N) =
n∑

i=1

#(Ni)−
∑
i<j

#(Ni ∩Nj) +
∑

i<j<k

#(Ni ∩Nj ∩Nk)−

− · · ·+ (−1)m−1
∑

i1<i2<···<im

#
( m⋂

s=1

Nis

)
+ · · ·+ (−1)n−1#

( n⋂
i=1

Ni

)
,

äå Ni = Mi ∩Mn+1. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî⋂
i1<i2<···<im

Ni =
( ⋂

i1<i2<···<im

Mi

)
∩Mn+1.
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Äëÿ ïiäðàõóíêó êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó îá'¹äíàííi
⋃n+1

i=1 Mi = M ∪N âè-
êîðèñòà¹ìî âæå äîâåäåíó ôîðìóëó (3.2):

#
( n+1⋃

i=1

Mi

)
= #(M) + #(N)−#(M ∩N) =

n∑
i=1

#(Mi)−
∑

i<j≤n

#(Mi ∩Mj) +
∑

i<j<k≤n

#(Mi ∩Mj ∩Mk)−

− · · ·+ (−1)m−1
∑

i1<i2<···<im≤n

#
( m⋂

s=1

Mis

)
+ · · ·+ (−1)n−1#

( n⋂
i=1

Mi

)
+

+ #(Mn+1)−
n∑

i=1

#(Mi ∩Mn+1) +
∑

i<j<n+1

#(Mi ∩Mj ∩Mn+1)− · · ·+

+ (−1)m
∑

i1<i2<···<im<n+1

#
(( m⋂

s=1

Mis

)
∩Mn+1

)
+ · · ·+ (−1)n#

( n+1⋂
i=1

Mi

)
,

ùî ëèøå ïîðÿäêîì äîäàíêiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ôîðìóëè (3.1) äëÿ íàáî-
ðó M1,M2, . . . ,Mn+1. Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, òâåðäæåííÿ
ïîâiíñòþ äîâåäåíå. �

ßêùî ìíîæèíè M1,M2, . . . ,Mn ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, îá'¹äíà-
ííÿ

⋃n
i=1 çâåòüñÿ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì i ïîçíà÷à¹òüñÿ

⊔n
i=1Mi. Ôîð-

ìóëà (3.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ òîäi íà î÷åâèäíó ðiâíiñòü

(3.3) #
( n⊔

i=1

Mi

)
=

n∑
i=1

#(Mi),

ÿêà çâåòüñÿ ôîðìóëîþ ðîçáèòòÿ, îñêiëüêè ìíîæèíà M =
⊔n

i=1Mi ðîç-
áèòà íà n ÷àñòèí, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

×àñòêîâèì âèïàäêîì ôîðìóëè ðîçáèòòÿ ¹ íàñòóïíà ôîðìóëà øàðiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.2. ßêùî çàäàíî âiäîáðàæåííÿ f : M → N ñêií-
÷åííèõ ìíîæèí, òî

#(M) =
∑
x∈N

#
(
f−1(x)

)
.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, M =
⊔

x∈N f−1(x), îòæå çàëèøà¹òüñÿ âèêîðè-
ñòàòè ôîðìóëó ðîçáèòòÿ. �

Íåçâàæàþ÷è íà ñâîþ î÷åâèäíiñòü, ôîðìóëà ðîçáèòòÿ, çîêðåìà, ôîð-
ìóëà øàðiâ, ¹ äóæå êîðèñíîþ ïðè áàãàòüîõ êîìáiíàòîðííèõ îá÷èñëåííÿõ.
Çîêðåìà, ç íå¨ îäðàçó îäåðæó¹òüñÿ íàñòóïíà ôîðìóëà äîáóòêó.

Òâåðäæåííÿ 1.3.3. #
(∏n

i=1Mi

)
=
∏n

i=1 #(Mi).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà n. Áàçà iíäóêöi¨, n = 1,
òðèâiàëüíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìóëà äîáóòêó âiðíà äëÿ n ñïiâìíîæíè-
êiâ, i ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ äîáóòêó P =

∏n+1
i=1 Mi íà Mn+1, òîáòî âiä-

îáðàæåííÿ p : P → Mn+1, ÿêå ïåðåâîäèòü (x1, x2, . . . , xn+1) ó xn+1. Î÷å-
âèäíî, äëÿ êîæíîãî x ∈ Mn+1 øàð p−1(x) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç

∏n
i=1Mi,
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îòæå ìiñòèòü
∏n

i=1 #(Mi) åëåìåíòiâ. Òàêèì ÷èíîì, óñüîãî P ìiñòèòü(∏n
i=1 #(Mi)

)
·#(Mn+1), ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

ßêùî âñi Mi ó äîáóòêó � öå òà ñàìà ìíîæèíà M , åëåìåíòè öüîãî
äîáóòêó îòîòîæíþþòüñÿ ç âiäîáðàæåííÿìè N →M , äå N � ìíîæèíà ç
n åëåìåíòiâ.

Íàñëiäîê 1.3.4. ßêùî #(M) = m, à #(N) = n, iñíó¹ mn âiäîáðà-
æåíü M → N .

4. Ñïîëó÷åííÿ, ðîçìiùåííÿ, ïåðåñòàíîâêè

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îäåðæàíèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ
êîìáiíàòîðíèõ çàäà÷. Ïåðø çà âñå, ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü Cm

n ïiäìíîæèí,
ÿêi ìàþòü m åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi ç n åëåìåíòiâ. Òàêi ïiäìíîæèíè iíêî-
ëè (çà ñòàðîþ òðàäèöi¹þ) çâóòüñÿ ñïîëó÷åííÿìè, àáî êîìáiíàöiÿìè ç n
åëåìåíòiâ ïî m.

Òâåðäæåííÿ 1.4.1. Cm
n =

(
n

m

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà n. ßêùî n = 1, ¹äèíèé
ìîæëèâèé âèïàäîê � öå m = 1, i C1

1 = 1 =
(
1
1

)
. Ïðèïóñòèìî, ùî ôîðìó-

ëà âiðíà äëÿ ïiäìíîæèí äîâiëüíî¨ ìíîæèíè ç n åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó M , ÿêà ìà¹ n + 1 åëåìåíò. Ôiêñó¹ìî îäèí ç åëåìåíòiâ a i ïî-
êëàäåìî N = M \{ a }. Óñi ïiäìíîæèíè A ⊆M , ÿêi ìiñòñòü m åëåìåíòiâ,
ðîçiá'¹ìî íà òi, ùî ìiñòÿòü a, é òi, ùî éîãî íå ìiñòÿòü. Îñòàííi � öå
ïiäìíîæèíè N ; çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì ¨õ ¹

(
n
m

)
. Ïåðøi æ ìàþòü

âèãëÿä B ∪{ a }, äå B ⊆ N � ïiäìíîæèíà ç m− 1 åëåìåíòà; çà iíäóêòèâ-
íèì ïðèïóùåííÿì ¨õ ¹

(
n

m−1

)
. Îòæå,

Cm
n+1 =

(
n

m

)
+
(

n

m− 1

)
=
(
n+ 1
m

)
.

Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ âñiõ n. �

Íàñëiäîê 1.4.2. Çàãàëüíà êiëüêiñòü ïiäìíîæèí ìíîæèíè, ÿêà ìà¹
n åëåìåíòiâ, äîðiâíþ¹ 2n.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, öÿ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹
n∑

m=0

Cm
n =

n∑
m=0

(
n

m

)
= 2n.

�

Íåõàé òåïåð çàäàíî äâi ìíîæèíè,M iN , ïðè÷îìó#(M) = m, #(N) =
n. Âèçíà÷èìî, ñêiëüêè iñíó¹ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü M → N . Çíîâ-
òàêè çà ñòàðîþ òðàäèöi¹þ, òàêi âiäîáðàæåííÿ çâóòü ðîçìiùåííÿìè ç n
åëåìåíòiâ ïî m, à ¨õíþ êiëüêiñòü ïîçíà÷àþòü Am

n .

Òâåðäæåííÿ 1.4.3. Am
n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1).

Äîâåäåííÿ. Çíîâ-òàêè âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ, öüîãî ðàçó çà m.
Î÷åâèäíî, A1

n = n, òîáòî ïðè m = 1 âêàçàíà ôîðìóëà âiðíà. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî âîíà âiðíà äëÿ m åëåìåíòiâ, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó M ç m+ 1
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åëåìåíòà i ôiêñó¹ìî îäèí ç íèõ a. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ N ií'¹-
êòèâíi âiäîáðàæåííÿ f : M → N , òàêi ùî f(a) = x, ìîæíà îòîòîæíèòè
ç ií'¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè M \ { a } → N \ {x }. Çà iíäóêòèâíèì
ïðèïóùåííÿì ¨õ ¹ Am−1

n−1 = (n− 1)(n− 2) . . . (n−m+ 1). Îòæå, âñüîãî ií-
äóêòèâíèõ âiäîáðàæåíüM → N ¹ n·Am−1

n−1 = n(n−1)(n−2) . . . (n−m+1),
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

ßêùî M = N (ñêií÷åííà ìíîæèíà!), ií'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ M →
N ¹ îáîâ'ÿçêîâî ái¹êòèâíèìè; âîíè çâóòüñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ìíîæèíè
M , àáî ïåðåñòàíîâêàìè ç n åëåìåíòiâ.

Íàñëiäîê 1.4.4. Êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹
n! .

Ïiäðàõó¹ìî òåïåð, ñêiëüêè iñíó¹ ñþð'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü N →M ,
äå #(M) = m, #(N) = n. Ïîçíà÷èìî ¨õí¹ ÷èñëî ÷åðåç Dm

n . Öi ÷èñëà ïî-
â'ÿçàíi ç ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè N íà m íåïîðîæíiõ ÷àñòèí. Äiéñíî,
êîæíà ñþð'¹êöiÿ N →M âèçíà÷à¹ òàêå ðîçáèòòÿ. Óñÿ ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî òi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ íà ïåðåñòàíîâêó ìíîæèíè
M , çàäàòü òi ñàìi ðîçáèòòÿ. Êiëüêiñòü ðîçáèòòiâ ìíîæèíè N íà m ÷à-
ñòèí ïîçíà÷àþòü Sm

n i çâóòü ÷èñëîì Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó. Ñþð'¹êòèâíi
âiäîáðàæåííÿ N →M ìîæíà îòîòîæíèòè ç ðîçïîäiëàìè n åëåìåíòiâ ïî
m ñêðèíüêàõ çà óìîâè, ùî æîäíà ñêðèíüêà íå çàëèøà¹òüñÿ ïîðîæíüîþ.
ßêùî æ ââàæàòè, ùî âñi ñêðèíüêè îäíàêîâi é ìè íå ìîæåìî ¨õ ðîçðiçíè-
òè ìiæ ñîáîþ, òî òàêi ðîçïîäiëè îòîòîæíþþòüñÿ ç ðîçáèòòÿìè N íà m
÷àñòèí, òîáòî ¨õíÿ êiëüêiñòü âèðàæà¹òüñÿ ÷èñëîì Ñòiðëiíãà.

Òâåðäæåííÿ 1.4.5. 1. Dm
n =

m−1∑
k=0

(−1)k

(
m

k

)
(m− k)n.

2. Sm
n =

1
m!

m−1∑
k=0

(−1)k

(
m

k

)
(m− k)n.

Äîâåäåííÿ. Çâè÷àéíî, Dm
n = mn −D∗, äå D∗ � êiëüêiñòü âiäîáðà-

æåíü N →M , ÿêi íå ¹ ñþð'¹êòèâíèìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (x1, x2, . . . , xk)
ìíîæèíó òèõ âiäîáðàæåíü, îáðàçè ÿêèõ ÿêi íå ìiñòÿòü æîäåí ç åëå-
ìåíòiâ x1, x2, . . . , xk. Î÷åâèäíî, êiëüêiñòü òàêèõ âiäîáðàæåíü äîðiâíþ¹
(m − k)n, à ïðè ôiêñîâàíîìó k ìíîæèíà {x1, x2, . . . , xk } ìîæå áóòè âè-
áðàíà Ck

m =
(
m
k

)
ñïîñîáàìè. Êðiì òîãî, F (x1, x2, . . . , xk) =

⋂k
i=1 F (xi).

Òîìó, çà ôîðìóëîþ âêëþ÷åííÿ i âèëó÷åííÿ,

D∗ = #
( ⋃

x∈N

F (x)
)

=
(
m

1

)
(m− 1)n −

(
m

2

)
(m− 2)n + · · ·+

+ (−1)k−1

(
m

k

)
(m− k)n + · · ·+ (−1)m−1

(
m

m− 1

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹ íåîáõiäíà ôîðìóëà äëÿ Dm
n . Îñêiëüêè ç âèùåñêàçàíîãî

âèïëèâà¹, ùî Sm
n = Dm

n /m!, ìè îäåðæó¹ìî òàêîæ i ôîðìóëó äëÿ Sm
n . �

×àñòî ïðè êîìáiíàòîðíèõ îá÷èñëåííÿõ äîâîäèòüñÿ çàñòîñîâóâàòè ïðî-
öåäóðó ¾çàëåæíîãî âèáîðó¿. Âîíà ïîëÿãà¹ â íàñòóïíié çàäà÷i:
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Çàäà÷à 1.4.6. Òðåáà âèáðàòè äåÿêi n îá'¹êòiâ a1, a2, . . . , an (åëåìåí-
òiâ, ïiäìíîæèí, ÷è ÷îãîñü iíøîãî). Âiäîìî, ùî:

• ïåðøèé ç íèõ a1 ìîæíà îáðàòè m1 ñïîñîáàìè;
• ïðè ôiêñîâàíîìó ïåðøîìó äðóãèé a2 ìîæíà îáðàòè m2 ñïîñîáà-
ìè;

• ïðè ôiêñîâàíèõ ïåðøèõ äâîõ òðåòié a3 ìîæíà îáðàòè m3 ñïîñî-
áàìè, i ò.ä.,

• íàðåøòi, ïðè ôiêñîâàíèõ ïåðøèõ n−1 îñòàííié an ìîæíà îáðà-
òè mn ñïîñîáàìè.

Òâåðäæåííÿ 1.4.7. Çàäà÷à 1.4.6 ìà¹ m1m2 . . .mn ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåãêî îòðèìàòè iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ ¾êðî-
êiâ âèáîðó¿ n. Áàçà iíäóêöi¨, n = 1, òðèâiàëüíà. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåð-
äæåííÿ âiðíå äëÿ n êðîêiâ âèáîðó, i äîâåäåìî, ùî òîäi âîíî âiðíå é äëÿ
n + 1 êðîêó. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ âèáîðiâ M =
{ (a1, a2, . . . , an+1) } ç n+1 îá'¹êòó òà ìíîæèíóN = { (a1, a2, . . . , an) } âñiõ
ìîæëèâèõ âèáîðiâ ç n îá'¹êòiâ, i âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ φ : M → N ,
ÿêå êîæíîìó âèáîðó (a1, a2, . . . , an+1) ∈ M ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âè-
áið (a1, a2, . . . , an) ∈ N . Çà óìîâîþ, ïðè ôiêñîâàíèõ a1, a2, . . . , an îñòàííié
åëåìåíò an+1 ìîæíà îáðàòè mn+1 ñïîñîáàìè. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî-
ãî åëåìåíòà x ∈ N ïðîîáðàç φ−1(x) ìiñòèòümn+1 åëåìåíòiâ. Àëå, çà iíäó-
êòèâíèì ïðèïóùåííÿì, #(N) = m1m2 . . .mn. Òîìó, çà ôîðìóëîþ øàðiâ
(òâåðäæåííÿ 1.3.2), ìà¹ìî, ùî #(M) = #(N)mn+1 = m1m2 . . .mn+1, ùî
é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàäà÷i 1.4.6 ¹ çàäà÷à ïðî ií'¹-
êòèâíi âiäîáðàæåííÿ, à òâåðäæåííÿ 1.4.3 ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òâåð-
äæåííÿ 1.4.7.

5. Òâiðíi ôóíêöi¨

Ó áàãàòîõ çàäà÷àõ êîìáiíàòîèêè äóæå çðó÷íèìè ¹ òàê çâàíi òâiðíi
ôóíêöi¨. Íàñïðàâäi, ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ íàñ öiêàâëÿòü íå ñòiëüêè ñàìi
ôóíêöi¨, ñêiëüêè âiäïîâiäíi ñòåïåíiâi ðÿäè; áiëüø òîãî, íàé÷àñòiøå íå
âèíèêà¹ íàâiòü ïèòàííÿ ïðî çáiæíiñòü öèõ ðÿäiâ. Òîìó ìè ðîçãëÿíåìî
÷èñòë àëãåáðè÷íå ïîíÿòòÿ ôîðìàëüíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Îçíà÷åííÿ 1.5.1. 1. Ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì çâåòüñÿ
âèðàç

(5.1) f(t) =
∞∑

n=0

ant
n = a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n + . . . ,

äå an � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷èñëà.
Ôàêòè÷íî, òàêèé ðÿä ìîæíà îòîòîæíèòè ç ôóíêöi¹þ a : N0 =
N∪{ 0 } → C, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëó n ÷èñëî an. Âòiì,
çàïèñ (5.1) ¹ áiëüø âèðàçíèì, îñîáëèâî, êîëè éäåòüñÿ ïðî äi¨ ç òà-
êèìè ðÿäàìè, i íàäàëi ìè çàâæäè áóäåìî íèì êîðèñòóâàòèñÿ. Ìè
òàêîæ áóäåìî ÷àñòî êàçàòè ïðîñòî ¾ðÿä¿ (çàìiñòü ¾ôîðìàëüíèé
ñòåïåíåâèé ðÿä¿), îñêiëüêè iíøi ðÿäè ó íàñ íå çóñòði÷àòèìóòüñÿ.
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2. Ñóìîþ äâîõ ðÿäiâ, f =
∑∞

n=0 ant
n òà g =

∑∞
n=0 bnt

n çâåòüñÿ ðÿä
f + g =

∑∞
n=0(an + bn)tn.

3. Äîáóòêîì äâîõ ðÿäiâ, f =
∑∞

n=0 ant
n òà g =

∑∞
n=0 bnt

n çâåòüñÿ
ðÿä fg =

∑∞
n=0(a ∗ b)nt

n, äå êîåôiöiåíòè (a ∗ b)n âèçíà÷àþòüñÿ
ôîðìóëîþ

(5.2) (a ∗ b)n =
n∑

k=0

akbn−k = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ an−1b1 + anb0.

Ôóíêöiÿ a ∗ b : N0 → C, çíà÷åííÿ ÿêî¨ çàäàþòüñÿ ïðàâèëîì (5.2),
çâåòüñÿ çãîðòêîþ, àáî êîìïîçèöi¹þ, ôóíêöié a òà b.

4. Ïîðÿäêîì ord f ðÿäó f(t) =
∑∞

n=0 ant
n çâåòüñÿ min {n | an 6= 0 }.

ßêùî âñi an = 0 (òîäi ïèøóòü f = 0), ââàæà¹ìî, ùî ord f = ∞.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäíîñíî öèõ îïåðàöié ìíîæèíà C[[t]] âñiõ
ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå. Âîíî ìiñòèòü
êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ C[t], ÿêùî êîæåí ìíîãî÷ëåí ðîçãëÿäàòè ÿê ñòåïåíå-
âèé ðÿä, â ÿêîìó ìàéæå âñi êîåôiöiåíòè (òîáòî, âñi, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëü-
êîñòi) äîðiâíþþòü 0. Ìè çàëèøà¹ìî ïåðåâiðêó âñiõ íåîáõiäíèõ âëàñòè-
âîñòåé ÷èòà÷åâi (öå çîâñiì ïðîñòà âïðàâà). Êîðèñíîþ âëàñòèâiñòþ öüîãî
êiëüöÿ ¹ íàñòóïíà. Çàóâàæèìî, ùî ìè íå ñòàâèìî ïèòàííÿ ïðî çáiæíiñòü
ðÿäó (5.1), à òîìó é ïðî éîãî çíà÷åííÿ ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi çìiííî¨ t.
Âòiì, çàâæäè ìà¹ ñåíñ çíà÷åííÿ f(0): öå ¹ ïðîñòî âiëüíèé ÷ëåí a0.

Òâåðäæåííÿ 1.5.2. Ðÿä f(t) =
∑∞

n=1 ant
n ¹ îáåðòîâíèì ó êiëüöi

C[[t]] òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ord f = 0, òîáòî a0 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ord(fg) = ord f + ord g. Îñêiëüêè
ord 1 = 0, çâiäñè âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü äàíî¨ óìîâè. Ïðèïóñòèìî, ùî
a0 6= 0 i ïîáóäó¹ìî îáåðíåíèé åëåìåíò f−1, òàêèé ùî ff−1 = 1. Ìè
áóäóâàòèìåìî êîåôiöiåíòè bn ðÿäó f−1 ðåêóðñèâíî, òîáòî äëÿ çíàõîäæå-
ííÿ êîæíîãî íàñòóïíîãî ââàæàòèìåìî, ùî âñi ïîïåðåäíi âæå çíàéäåíi.
Íàì ïîòðiáíî, ùîá a0b0 = 1, à äëÿ âñiõ íîìåðiâ n > 0 ñïðàâæíþâàëàñÿ
ðiâíiñòü

a0bn + a1bn−1 + · · ·+ an−1b1 + anb0 = 0.
Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî

b0 = a−1
0 ,

b1 = −a−1
0 a1b0,

b2 = −a−1
0 (a1b1 + a2b0),

i âçàãàëi,

bn =− a−1
0 (a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ anb0).

Îñêiëüêè a0 6= 0, öi ôîðìóëè äiéñíî âèçíà÷àþòü êîåôiöiåíòè îáåðíåíîãî
ðÿäà f−1. �

Ïðèêëàä 1.5.3. 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

(1− t)−1 = 1 + t+ t2 + t3 + · · ·+ tn + . . .

(¾ôîðìóëà ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨¿).
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2. Ïåðåâiðèìî, ùî

(1− t)−m =
∞∑

n=0

(−1)n

(
−m
n

)
tn =

∞∑
n=0

(
m+ n− 1

n

)
tn.

Íàãàäà¹ìî, ùî (1−t)m =
∑m

n=0(−1)n
(
m
n

)
tn, çîêðåìà, âiëüíèé ÷ëåí

äîðiâíþ¹ 1. Ïðè n = 0 ìà¹ìî (−1)0
(
m−1

0

)
= 1, ùî é òðåáà. Çàëè-

øà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî n > 0 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
n∑

k=0

(
m

k

)(
−m
n− k

)
= 0.

Àëå ç ôîðìóëè äîäàâàåííÿ (âïðàâà 1(b) iç çàâäàííÿ 1) âèïëèâà¹,
ùî

n∑
k=0

(
m

k

)(
−m
n− k

)
=
(

0
n

)
= 0 ïðè n > 0,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ç öèõ äâîõ ïðèêëàäiâ, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

(5.3)
( ∞∑

n=0

tn
)m

=
∞∑

n=0

(
m+ n− 1

n

)
tn.

Ñòåïåíåâèé ðÿä
∑∞

n=1 ant
n çâè÷àéíî çâåòüñÿ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ, àáî

òâiðíèì ðÿäîì äëÿ ïîñëiäîâíîñòi a = (an), àáî, ùî òå ñàìå, ôóíêöi¨
a : N → C. Ìè ïîçíà÷àòèìåìî éîãî Fa. Ó êîìáiíàòîðèöi íàñ íàéáiëüøå
öiêàâèòèìóòü, çâè÷àéíî, ôóíêöi¨, ÿêi íàáóâàþòü öiëî÷èñåëüíèõ çíà÷åíü
(¾öiëîçíà÷íi ôóíêöi¨¿), àëå äîñèòü ÷àñòî ó ïðîìiæíèõ îá÷èñëåííÿõ âè-
íèêàþòü i ôóíêöi¨, ÿêi íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ öiëîçíà÷íèìè. Ôîðìàëüíi ïå-
ðåòâîðåííÿ ç ðÿäàìè ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ äîçâîëÿþòü ïîðiâíÿíî ëåãêî
îá÷èñëèòè òâiðíi ðÿäè äëÿ ôóíêöié, ÿêi âèíèêàþòü ó êîìáiíàòîðèöi.

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, òàêó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 1.5.4. Çíàéòè êiëüêiñòü Kn ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

φ1(x1) + φ2(x2) + · · ·+ φk(xk) = n,

äå φ1, φ2, . . . , φk � âiäîìi ôóíêöi¨ N0 → N0, êîæíà ç ÿêèõ ïðèéìà¹ êî-
æíå çíà÷åííÿ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.5. Ïîçíà÷èìîKm
n = # { c |φm(c) = n } i íåõàé Fm =∑∞

n=0K
m
n t

n � òâiðíèé ðÿä ôóíêöi¨ Km. Òîäi äîáóòîê F = F1F2 . . . Fk ¹
òâiðíèì ðÿäîì ôóíêöi¨ K ç çàäà÷i 1.5.4, òîáòî F =

∑∞
n=1Knt

n.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì äîáóòêó ðÿäiâ, êîåôiöiåíò
áiëÿ tn ó ðÿäi F äîðiâíþ¹ ñóìi∑

n1+n2+···+nk=n

K1
n1
K2

n2
. . .Kk

nk
.

Îñòàííié äîáóòîê � öå êiëüêiñòü òàêèõ íàáîðiâ x1, x2, . . . , xk, ùî φi(xi) =
ni. Îòæå, ñóìà âñiõ öèõ äîáóòêiâ � öå çàãàëüíà êiëüêiñòü òàêèõ íàáîðiâ
x1, x2, . . . , xk, ùî

∑k
i=1 φi(xi) = n, òîáòî Kn. �

13



Ïðèêëàä 1.5.6. 1. Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ x1+
x2 + · · ·+xk = n ó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ. Ó öüîìó âèïàäêó âñi
ôóíêöi¨ φi � òîòîæíi: φi(x) = x. Òîìó Km

n = 1 i Fm =
∑∞

n=0 t
n =

(1−t)−1. Òîìó F = (1−t)−k i, çãiäíî ç ïðèêëàäîì 1.5.3.2, øóêàíà
êiëüêiñòü äîðiâíþ¹(

k + n− 1
n

)
, àáî, ùî òå ñàìå,

(
n+ k − 1
k − 1

)
.

Äî ðå÷i, öÿ êiëüêiñòü, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi îäíî÷ëåíiâ
ñòåïåíÿ n âiä k çìiííèõ (xi � öå ïîêàçíèõ ñòåïåíÿ ïðè i-é çìií-
íié).

2. Íåõàé òåïåð Cm(k, n) ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ òîãî
æ ñàìîãî ðiâíÿííÿ

∑k
i=1 xi = n, àëå çà óìîâè, ùî 0 ≤ xi ≤ m äëÿ

âñiõ íîìåðiâ i. Öå çíîâó âàðiàíò çàäà÷i 1.5.4, â ÿêîìó òåïåð

φi(x) =

{
1 ÿêùî x ≤ m,

0 ÿêùî x > m.

Òîìó

Fi = 1 + t+ t2 + · · ·+ tm =
1− tm+1

1− t
äëÿ âñiõ i

i

F =
(

1− tm+1

1− t

)k

= (1− tm+1)k(1− t)−k =

=
k∑

j=0

(−1)j

(
k

j

)
tj(m+1)

∞∑
l=0

(
l + k − 1
k − 1

)
tl =

=
∞∑

n=0

( k∑
j=0

(−1)j

(
k

j

)(
n− j(m+ 1) + k − 1

k − 1

))
tn,

çâiäêè

Cm(k, n) =
[n/(m+1)]∑

j=0

(−1)j

(
k

j

)(
n− j(m+ 1) + k − 1

k − 1

)
,

äå, ÿê çâè÷àéíî, [a] ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà a, òîáòî íàé-
áiëüøå öiëå ÷èñëî, ÿêå íå ïåðåáiëüøó¹ a.

3. (Âïðàâà.) Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïåðåïè-
ñàòè ÿê

Cm(k, n) = k

[n/(m+1)]∑
j=0

(−1)j

n− j(m+ 1)

(
n− j(m+ 1) + k

j, k − j

)
Çàçíà÷èìî ùå îäíè âàæëèâèé íàñëiäîê ìåòîäó òâiðíèõ ôóíêöié.

Íàñëiäîê 1.5.7. Íåõàé cn � òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî c0 6= 0. Òîäi
iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü c′n, òàêà ùî

(5.4)
n∑

k=0

c′kcn−k =

{
0, ÿêùî n 6= 0,
1 ÿêùî n = 0.
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ßêùî ïñëiäîâíîiñòi An òà Bn ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì Bn =
∑n

k=0 ckAn−k

äëÿ âñiõ n, òî òàêîæ An =
∑n

k=0 c
′
kBn−k äëÿ âñiõ n.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.5.2, îñêiëü-
êè âîíî ðiâíîñèëüíå òîòîæíîñòi

∑∞
k=0 c

′
kt

k ·
∑∞

m=0 cmt
m = 1. Ïiñëÿ öüîãî

äðóãå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, îñêiëüêè ïåðøå ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåïèñó¹-
òüñÿ ÿê

∑∞
n=0Bnt

n =
∑∞

k=0 ckt
k ·
∑∞

m=0Amt
m, à äðóãå � ÿê

∑∞
n=0Ant

n =∑∞
k=0 c

′
kt

k ·
∑∞

m=0Bmt
m. �

Ïîñëiäîâíiñòü c′n, âèçíà÷åíó ïðàâèëîì (5.4), áóäåìî çâàòè äâî¨ñòîþ
äî ïîñëiäîâíîñòi cn.

Ïðèêëàä 1.5.8. 1. Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 1.5.3(2), äâî¨ñòîþ äî ïî-

ñëiäîâíîñòi cn =
(
m

n

)
¹ ïîñëiäîâíiñòü c′n =

(
m+ n− 1

n

)
. Òîìó ç

ðiâíîñòåé

Bn =
n∑

k=0

(
m

k

)
An−k äëÿ âñiõ n

âèïëèâà¹, ùî òàêîæ

An =
n∑

k=0

(
m+ k − 1

k

)
Bn−k äëÿ âñiõ n.

2. Ç çàäà÷i 2 çàâäàííÿ 3 âèïëèâà¹, ùî êîëè Bn =
∑n

k=0An−k/k! äëÿ
âñiõ n, òî òàêîæ An =

∑n
k=0(−1)kBn−k/k! äëÿ âñiõ n.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ çðó÷íiøèì ¹ äåùî iíøèé ñòåïåíåâèé ðÿä, ïîâ'ÿ-
çàíèé ç ïîñëiäîâíiñòþ a = (an), à ñàìå, ðÿä

F̃a(t) =
∞∑

n=0

an

n!
tn.

Öåé ðÿä çâåòüñÿ åêñïîíåíöiéíîþ òâiðíîþ ïîñëiäîâíîñòi a. ßêùî F̃b(t) =∑∞
n=0 bn/n! � åêñïîíåíöiéíà òâiðíà ïîñëiäîâíîñòi (bn), òî ¨õíié äîáóòîê

F̃a(t)F̃b(t) =
∞∑

n=0

tn
n∑

k=0

ak

k!
· bn−k

(n− k)!
=

=
∞∑

n=0

tn
akbn−k

n!
· n!
k!(n− k)!

=

=
∞∑

n=0

tn

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

¹ åêñïîíåíöiíîþ òâiðíîþ ïîñëiäîâíîñòi c = a?b, äå cn =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Öþ ïîñëiäîâíiñòü çâóòü áiíîìiàëüíîþ êîìïîçèöi¹þ ïîñëiäîâíîñòåé a òà
b. Îòæå, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5.9. ßêùî F̃a òà F̃b � åêñïîíåíöiéíi òâiðíi ïîñëi-
äîâíîñòåé a òà b, òî ¨õíié äîáóòîê ¹ åêñïîíåíöiéíîþ òâiðíîþ áiíîìi-
àëüíî¨ êîìïîçèöi¨ öèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
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Íàñëiäîê 1.5.10. Íåõàé F̃c � åêñïîíåíöiéíà òâiðíà ïîñëiäîâíîñòi

(cn), â ÿêié c0 6= 0, (F̃ (t))−1 =
∑∞

n=0 c
′
nt

n (òàêèé ðÿä iñíó¹ çà òâåðäæå-
ííÿì 1.5.2). Òîäi ç ðiâíîñòåé

Bn =
n∑

k=0

(
n

k

)
ckAn−k äëÿ âñiõ n

âèïëèâà¹, ùî òàêîæ

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
c′kBn−k äëÿ âñiõ n.

Íàïðèêëàä, ç ðiâíîñòåé

Bn =
n∑

k=0

(
n

k

)
Ak äëÿ âñiõ n

âèïëèâà¹, ùî òàêîæ

An =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
Bk äëÿ âñiõ n

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.5.9.
Ïiñëÿ öüîãî äðóãå ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ôîðìóëè (exp t)−1 = exp(−t)

(äèâ. çàâäàííÿ 3, çàäà÷à 2) òà òîãî, ùî

(
n

k

)
=
(

n

n− k

)
. �

6. Ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi

Òåõíiêó òâiðíèõ ðÿäiâ çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè äî òàê çâàíèõ ðåêóðåí-
òíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàê çâåòüñÿ äîâiëüíà ïî-
ñëiäîâíiñòü an, â ÿêié çàäàíi ïåðøi m ÷ëåíiâ a0, a1, . . . , am−1, à íàñòóïíi
(òîáòî ïðè n ≥ m) âèçíà÷àþòüñÿ ïðàâèëîì

an+m = R(an, an+1, . . . , an+m−1),

äå R (x1, x2, . . . , xm) � äåÿêà âiäîìà ôóíêöiÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòi-
øèé âèïàäîê, êîëè îñòàííÿ çàëåæíiñòü ìà¹ âèãëÿä

(6.1) an+m = c1an + c2an+1 + · · ·+ cman+m−1,

äå c1, c2, . . . , cm � çàäàíi êîíñòàíòè. Çà äîïîìîãîþ òâiðíèõ ôóíêöié ìî-
æíà ïîðiâíÿíî ëåãêî îá÷èñëèòè âñi ÷ëåíè òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Òåîðåìà 1.6.1. Íåõàé ðåêóðåíòíà ïîñëiäîâíiñòü a = (an) âèçíà-
÷åíà ïðàâèëîì (6.1) i çàäàíèìè çíà÷åííÿìè a0, a1, . . . , am−1, Fa(t) =
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∑∞
n=0 ant

n � òâiðíà ôóíêöiÿ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi. Ïîçíà÷èìî

f̃(t) =
m−1∑
k=0

ck+1t
m−k,

f(t) = 1− f̃(t),

gk(t) =
k−1∑
n=0

ant
n (0 ≤ k < m),

g(t) = g0(t)−
m−1∑
k=1

ck+1t
m−kgk(t).

Òîäi Fa(t) = g(t)/f(t). (Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè âiëüíèé ÷ëåí f(t) äî-
ðiâíþ¹ 1, îñòàííÿ ÷àñòêà iñíó¹ â êiëüöi ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

∞∑
n=m

ant
n =

∞∑
n=0

an+mt
n+m =

∞∑
n=0

(m−1∑
k=0

ck+1an+k

)
tn+m =

=
m−1∑
k=0

ck+1t
m−k

∞∑
n=0

an+kt
n+k =

=
m−1∑
k=0

ck+1t
m−k

( ∞∑
n=0

ant
n −

k−1∑
n=0

ant
n
)

=

=
m−1∑
k=0

ck+1t
m−kFa(t)−

m−1∑
k=1

ck+1t
m−kgk(t).

Îòæå,

Fa(t) =
∞∑

n=0

ant
n = a0 + a1t+ · · ·+ am−1t

m−1 +
∞∑

n=m

ant
n =

= g0(t) + f̃(t)Fa(t)−
m−1∑
k=0

ck+1t
m−kgk(t) =

= g(t) + f̃(t)Fa(t),

çâiäêè é âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ôîðìóëà. �

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî äðiá g(t)/f(t) ïîðiâíÿíî íåâàæêî ïåðåòâî-
ðèòè íà ñòåïåíåâèé ðÿä. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçêëàñòè éîãî íà íàéïðî-
ñòiøi äðîáè, òîáòî íà äðîáè âèãëÿäó Aij/(t−λi)j , äå λ1, λ2, . . . , λr � êî-
ðåíi ìíîãî÷ëåíà f(t), à j íå ïåðåáiëüøó¹ êðàòíîñòi êîðåíÿ λi. Ïiñëÿ öüîãî
ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè äëÿ ðÿäiâ (1 − t)−j .
Íàéïðîñòiøèé âèïàäîê, çâè÷àéíî, îäåðæèìî, ÿêùî âñi êîðåíi ìíîãî÷ëå-
íà f(t) ïðîñòi, òîáòî f(t) = C

∏m
i=1(t − λi), äå âñi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm

ðiçíi. Òîäi

g(t)
f(t)

=
m∑

i=1

Ai

t− λi
.
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×èñëà Ai ëåãêî îá÷èñëèòè ç ðiâíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ

g(t) =
m∑

i=1

Ai
f(t)
t− λi

=
m∑

i=1

AiC
∏
j 6=i

(t− λj).

Ïiäñòàâèâøè â íå¨ t = λi, îäåðæèìî

Ai =
g(λi)

C
∏

j 6=i(λi − λj)
=

g(λi)
f ′(λi)

,

îñêiëüêè f ′(t) = C
∑m

i=1

∏
j 6=i(t− λj). Àëå

1
t− λ

= − 1
λ
· 1
1− t

λ

= − 1
λ

∞∑
n=0

tn

λn
.

Çâiäñè îäåðæèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî çíà÷åííÿ an, ÿêi ¹ êîåôiöiåí-
òàìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó g(t)/f(t).

Íàñëiäîê 1.6.2. ßêùî ìíîãî÷ëåí f(t) ç òåîðåìè 1.6.1 ìà¹ ëèøå
ïðîñòi êîðåíi λ1, λ2, . . . , λm, òî

(6.2) an =
m∑

i=1

Bi

λn+1
i

, äå Bi = − g(λi)
λif ′(λi)

.

Òîìó çíà÷åííÿ an, ÿêi ¹ êîåôiöiåíòàìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó f(t)/g(t)
ìîæíà îá÷èñëèòè

Ïðèêëàä 1.6.3 (×èñëà Ôiáîíà÷÷i). ×èñëà Ôiáîíà÷÷i Φn âèçíà÷àþ-
òüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì Φn+2 = Φn + Φn+1, çà óìîâ a0 =
0, a1 = 1. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó f̃(t) = t2 + t, g0(t) = t, g1(t) = 0, òîáòî
f(t) = 1 − t − t2, g(t) = t. Êîðåíi f(t) äîðiâíþþòü λ± = (−1 ±

√
5)/2,

ïðè÷îìó λ+λ− = −1 i f ′(λ±) = ∓
√

5. Çâiäñè

Φn =
1√
5

(
− 1
λn

+

+
1
λn
−

)
=

1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n)
.

Öþ äåùî íåñïîäiâàíó íà ïåðøèé ïîãëÿä ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i
âïåðøå îäåðæàâ Äàíiåë Áåðíóëëi â 1728 ðîöi.

7. Ðÿäè Äiðiõëå

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàðiàíò òåõíiêè òâiðíèõ ôóíêöié, ÿêèé ìà¹ îñî-
áëèâî âåëèêi çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ÷èñåë. Âií ïîâ'ÿçàíèé ç òàê çâàíèìè
ðÿäàìè Äiðiõëå.

Îçíà÷åííÿ 1.7.1. 1. (Ôîðìàëüíèì) ðÿäîì Äiðiõëå, àáî L-ðÿäîì
ïîñëiäîâíîñòi a = (an) çâåòüñÿ âèðàç

La(s) =
∞∑

n=1

an

ns
.

Òóò çíîâ-òàêè s � äåÿêèé ôîðìàëüíèé ñèìâîë, i íàñ íå öiêàâè-
òèìå ïèòàííÿ ïðî çáiæíiñòü òàêèõ ðÿäiâ.
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2. Ñóìà i äîáóòîê ðÿäiâ Äiðiõëå La(s) òà Lb(s) çâóòüñÿ, âiäïîâiäíî,
ðÿäè

La(s) + Lb(s) =
∞∑

n=1

an + bn
ns

,

La(s)Lb(s) =
∞∑

n=1

cn
ns
, äå cn =

∑
d|n

adbn/d.

Ïîñëiäîâíiñòü c = (cn) ç ôîðìóëè äîáóòêó çâåòüñÿ ìóëüòèïëiêà-
òèâíîþ çãîðòêîþ, àáî ìóëüòèïëiêàòèâíîþ êîìïîçèöi¹þ ïîñëi-
äîâíîñòåé a òà b i ïîçíà÷à¹òüñÿ a ◦ b.

Ðÿä Äiðiõëå ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s çâåòüñÿ ãàðìîíi÷íèì ðÿäîì, àáî äçåòà-

ôóíêöi¹þ.

Çíîâ-òàêè íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäíîñíî öèõ äié ìíîæèíà ðÿ-
äiâ Äiðiõëå óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå, ïðè÷îìó ìà¹ ìiñöå ðåçóëüòàò,
àíàëîãi÷íèé òâåðäæåííþ 1.5.2.

Òâåðäæåííÿ 1.7.2. Ó êiëüöi ðÿäiâ Äiðiõëå ðÿä La(s) ìà¹ îáåðíåíèé
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a1 6= 0.

Îá÷èñëèìî ðÿä Äiðiõëå, îáåðíåíèé äî ãàðìîíi÷íîãî ðÿäó ζ(s).

Òâåðäæåííÿ 1.7.3. Îáåðíåíèì äî ãàðìîíi÷íîãî ðÿäó ¹ ðÿä

M(s) =
∞∑

n=1

µ(n)
ns

,

äå µ(n) � òàê çâàíà ôóíêöiÿ Ìåáióñà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëàìè:

• µ(1) = 1,
• µ(n) = (−1)m, ÿêùî n = p1p2 . . . pm, äå p1, p2, . . . , pm � ïîïàðíî
ðiçíi ïåðâèííi ÷èñëà,

• µ(n) = 0 iíàêøå (òîáòî, ÿêùî n äiëèüòüñÿ íà êâàäðàò ÿêîãîñü
ïåðâèííîãî ÷èñëà).

Äîâåäåííÿ. Òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî M(s)ζ(s) = 1, òîáòî äëÿ êîæíî-
ãî n > 1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∑
d|n µ(d) = 0. Íåõàé n = pk1

1 p
k2
2 . . . pkm

m , äå
p1, p2, . . . , pm � ïîïàðíî ðiçíi ïåðâèííi ÷èñëà. Êîæåí äiëüíèê d ÷èñëà n
ìà¹ âèãëÿä pl1

1 p
l2
2 . . . p

lm
m , äå 0 ≤ li ≤ ki. ßêùî ÿêèéñü ïîêàçíèê li > 1,

µ(d) = 0, iíàêøå µ(d) = (−1)r, äå r � êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ïîêàçíèêiâ.

Ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi r iñíó¹

(
m

r

)
âàðiàíòiâ äëÿ âèáîðó r íåíóëüî-

âèõ ïîêàçíèêiâ ñåðåä m ìîæëèâèõ. Îòæå,∑
d|n

µ(d) =
m∑

r=0

(−1)r

(
m

r

)
= 0,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Çâiäñè îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1.7.4 (Ìåáióñîâà ôîðìóëà îáåðòàííÿ). Íåõàé α, β � äâi
ôóíêöi¨ íàòóðàëüíîãî àðãóìåòó. ßêùî β(n) =

∑
d|n α(d) äëÿ êîæíîãî

n, òî òàêîæ α(n) =
∑

d|n b(d)µ(n/d) äëÿ êîæíîãî n.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ôîðìóëà ïîêàçó¹, ùî Lβ(s) = Lα(s)ζ(s). Äî-
ìíîæèâøè íà M(s), îäåðæèìî Lα(s) = Lβ(s)M(s), ùî ðiâíîñèëüíî äðó-
ãié ôîðìóëi. �

Iíêîëè ôîðìóëè ç îñòàííüîãî íàñëiäêó çðó÷íiøå ïåðåïèñàòè â ðiâíî-
ñèëüíîìó âèãëÿäi

β(n) =
∑
d|n

α
(n
d

)
i α(n) =

∑
d|n

µ(d)β
(n
d

)
.

Ïðèêëàä 1.7.5 (Ôóíêöiÿ Îéëåðà). Ôóíêöiÿ Îéëåðà ϕ(n) âèçíà÷à¹-
òüñÿ ÿê êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a < n, ÿêi ñïiâïåðâèííi ç n (òîáòî
íå ìàþòü ç n ñïiëüíèõ ìíîæíèêiâ, êðiì 1). Çîêðåìà, ϕ(1) = 1, ϕ(p) = p−1
i ϕ(pm) = pm− pm−1, ÿêùî p � ïåðâèííå ÷èñëî. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî∑

d|n ϕ(n/d) = n. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî, êîëè n = cd, ϕ(c) çáiãà¹òüñÿ
ç êiëüêiñòþ ÷èñåë a < n, òàêèõ ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê (a, n)
äîðiâíþ¹ d. Äiéñíî, êîæíå òàêå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä a = bd, äå (b, c) = 1, i
íàâïàêè, ÿêùî a = bc, (b, c) = 1, òî (a, n) = d. ßêùî d ïðîáiãà¹ âñi äiëü-
íèêè n, âè÷åðïóþòüñÿ ÿê ðàç âñi ìîæëèâîñòi äëÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî
äiëüíèêà (a, n). Çà Ìåáióñîâîþ ôîðìóëîþ îáåðòàííÿ, ìà¹ìî çâiäñè

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
=
∑
d|n

dµ
(n
d

)
.

Ôóíêöiÿ α íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó çâåòüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ñïiâïåðâèííèõ ÷èñåëm,n ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü f(mn) =
f(m)f(n). Òàêîþ ¹, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ Ìåáióñà. Òàêi ôóíêöi¨ ìàþòü íà-
ñòóïíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü.

Òâåðäæåííÿ 1.7.6. ßêùî ôóíêöi¨ α òà β ìóëüòèïëiêàòèâíi, òî
¨õíÿ ìóëüòèïëiêàòèâíà çãîðòêà α◦β òàêîæ ìóëüòèïëiêàòèâíà. Çîêðå-
ìà, ôóíêöi¨ α òà β ç íàñëiäêó 1.7.4 ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèìè îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, êîæåí äiëüíèê d äîáóòêó ñïiâïåðâèííèõ ÷è-
ñåë mn îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê bc, äå b|m, c|n, ïðè÷îìó
òàêîæ (b, c) = 1. Òîìó

(α ◦ β)(mn) =
∑
d|mn

α(d)β(mn/d) =
∑
b|m

∑
c|n

α(bc)β(mn/bc) =

=
∑
b|m

∑
c|n

α(b)α(c)β(m/b)β(n/c) =

=
∑
b|m

α(b)β(m/b) ·
∑
c|n

α(c)β(n/c) =

= (α ◦ β)(m) · (α ◦ β)(n).

�

Äëÿ ôóíêöi¨ Îéëåðà îäåðæèìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1.7.7 (Ôîðìóëà Îéëåðà). ßêùî n = pk1
1 p

k2
2 . . . pkm

m , òî

ϕ(n) =
m∏

i=1

(
pki

i − pki−1
i

)
= n

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.
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Ðîçäië 2

Åëåìåíòè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè

1. Áóëåâi ôóíêöi¨ òà ëîãi÷íi ñïîëó÷íèêè

Ëîãi÷íèì âèñëîâëþâàííÿì çâåòüñÿ äåÿêå òâåðäæåííÿ, ÿêå ìîæå áóòè
âiðíèì àáî õèáíèì. Òàêîìó òâåðäæåííþ A ïðèïèñó¹òüñÿ ëîãi÷íå, àáî
áóëåâå çíà÷åííÿ, à ñàìå:

valA =

{
1 ÿêùî A âiðíå,

0 ÿêùî A õèáíå.

Ðîçäië ìàòåìàòèêè, ÿêèé âèâ÷à¹ ëîãi÷íi âèñëîâëþâàííÿ, âiäíîñèòüñÿ äî
ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Çàðàç ìè ëèøå ïîçíàéîìèìîñü ç äåÿêèì éîãî åëå-
ìåíòàðíèì ôðàãìåíòîì. Çàóâàæèìî, ùî ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà çäåáiëüøî-
ãî íå öiêàâèòüñÿ, ÷îìó òå ÷è iíøå âèñëîâëþâàííÿ ¹ âiðíèì ÷è õèáíèì.
Öå � çàäà÷à iíøèõ, ¾êîíêðåòíèõ¿ íàóê. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî íàñòó-
ïíi âèñëîâëþâàííÿ:

À. 2× 2 = 4.
Á. Ëîíäîí � ñòîëèöÿ Óêðà¨íè.
Â. Ðîñiÿ � áàòüêiâùèíà ñëîíiâ.
Ã. Êè¨â áóëî çàñíîâàíî â V ñòîði÷÷i ïî ð.Õ.
Ä. Iì'ÿ äðóãî¨ çà ñïèñêîì äiâ÷èíè öi¹¨ ãðóïè � Íàòàëÿ.

Ç àðèôìåòêè âiäîìî, ùî âèñëîâëþâàííÿ A âiðíå, ç ãåîãðàôi¨ � ùî âè-
ñëîâëþâàííÿ B õèáíå, ç çîîëîãi¨ � ùî âèñëîâëþâàííÿ C õèáíå (õî÷ ÿê áè
öå íå äðàòóâàëî äåÿêèõ ¾ïàòðiîòiâ¿). Âiäíîñíî âèñëîâëþâàííÿ D äóì-
êè ôàõiöiâ�iñòîðèêiâ ðîçõîäÿòüñÿ, à çíà÷åííÿ âèñëîâëþâàííÿ E âçàãàëi
çàëåæèòü âiä òîãî, ïðî ÿêó ñàìå ãðóïó éäåòüñÿ. Àëå, ïîâòîðþ¹ìî, âèði-
øóâàòè âñå öå � íå ñïðàâà ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè.

Íàòîìiñòü ìàòåìàòè÷íà ëîãiêà âèâ÷à¹, ÿê ç îäíèõ âèñëîâëþâàíü ìî-
æíà êîíñòðóþâàòè iíøi (¾ñêëàäåíi¿) â òàêèé ñïîñiá, ùîá çíà÷åííÿ íî-
âîãî âèñëîâëþâàííÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷àëîñÿ çíà÷åííÿìè âèñëîâëþâàíü, ç
ÿêèõ âîíî óòâîðåíå. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ëîãi÷íi ñïîëó÷íèêè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. n-ìiñíèì ëîãi÷íèì ñïîëó÷íèêîì çâåòüñÿ îïåðà-
öiÿ C, ÿêà çà äîâiëüíèì íàáîðîì âèñëîâëþâàíü A1, A2, . . . , An óòâîðþ¹
íîâå âèñëîâëþâàííÿ C = C (A1, A2, . . . , An), ïðè÷îìó ëîãi÷íå çíà÷åííÿ
âèñëîâëþâàííÿ C ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ëîãi÷íèìè çíà÷åííÿìè âèñëîâ-
ëþâàíü A1, A2, . . . , An.

ßêùî íàñ, ÿê öå âåäåòüñÿ â ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi, íå öiêàâèòü çìiñò
ðîçãëÿäóâàíèõ âèñëîâëþâàíü, òî, î÷åâèäíî, ñïîëó÷íèê C ïîâíiñòþ âè-
çíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiä n çìiííèõ c (a1, a2, . . . , an), äå âñi ai íàëåæàòü
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ìíîæèíi áóëåâèõ çíà÷åíü B = {0,1 } i öié æå ìíîæèíi íàëåæàòü i çíà÷å-
ííÿ ôóíêöi¨ c; îòæå c : Bn → B. Ñàìå, öÿ ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(1.1) val C (A1, A2, . . . , An) = c (valA1, valA2, . . . , valAn)

äëÿ äîâiëüíèõ âèñëîâëþâàíü A1, A2, . . . , An. Ôóíêöiÿ c çâåòüñÿ ïðè¹ä-
íàíîþ ôóíêöi¹þ ñïîëó÷íèêà C. Íàâïàêè, çà áóäü-ÿêîþ n-ôóíêöi¹þ c :
Bn → B ìîæíà âèçíà÷èòè òàêèé ñïîëó÷íèê C, ùîá ñïðàâæíþâàëàñÿ ðiâ-
íiñòü (1.1). Òàêi ôóíêöi¨ çâóòüñÿ áóëåâèìè ôóíêöiÿìè.

Íàñïðàâäi, ðåàëüíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äîñèòü îáìåæåíèé íàáið ëîãi-
÷íèõ ñïîëó÷íèêiâ. Íàâåäåìî íàéâàæëèâiøi ç íèõ, âêàçàâøè ¨õíi ïðè¹ä-
íàíi ôóíêöi¨. Áiëüø òîãî, ìè, çà ñòàëèì çâè÷à¹ì, ïîçíà÷àòèìåìî öi ñïî-
ëó÷íèêè òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè, ùî é âiäïîâiäíi ôóíêöi¨, i íàçèâàòèìåìî
¨õ òàêîæ îäíàêîâî.

1. Çàïåðå÷åííÿ ¬ � öå îäíîìiñíèé (óíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç ïðè¹äíà-
íîþ ôóíêöi¹þ

A ¬A
0 1
1 0

Âèñëîâëþâàííÿ ¬A ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾íå A¿.
2. Êîí'þíêöiÿ ∧ (àáî &) � öå äâîìiñíèé (áiíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç

ïðè¹äíàíîþ ôóíêöi¹þ

A B A ∧B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Âèñëîâëþâàííÿ A ∧B ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾A i B¿.
3. Äèç'þíêöiÿ ∨ � öå äâîìiñíèé (áiíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç ïðè¹äíà-

íîþ ôóíêöi¹þ

A B A ∨B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Âèñëîâëþâàííÿ A ∨B ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾A àáî B¿.
4. Iìïëiêàöiÿ ⇒ � öå äâîìiñíèé (áiíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç ïðè¹äíà-

íîþ ôóíêöi¹þ

A B A⇒ B
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Âèñëîâëþâàííÿ A⇒ B ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾ßêùî A, òî
B¿.
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5. Åêâiâàëåíöiÿ ⇔ � öå äâîìiñíèé (áiíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç ïðè¹ä-
íàíîþ ôóíêöi¹þ

A B A⇔ B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Âèñëîâëþâàííÿ A ⇔ B ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾A òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè B¿.

6. Ëîãi÷íå äîäàâàííÿ, (ðîçäiëÿþ÷å ¾àáî¿, àíòèåêâiâàëåíöiÿ) ⊕ � öå
äâîìiñíèé (áiíàðíèé) ñïîëó÷íèê ç ïðè¹äíàíîþ ôóíêöi¹þ

A B A⊕B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Âèñëîâëþâàííÿ A ⊕ B ïåðåäà¹òüñÿ òàêîæ ñëîâàìè ¾àáî A, àáî
B¿.

ßê i çâè÷àéíi àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨, ëîãi÷íi ñïîëó÷íèêè ìîæíà êîì-
áiíóâàòè, óòâîðþþ÷è íîâi âèñëîâëþâàííÿ. Ïîðÿäîê ¨õ çàñòîñóâàííÿ íàé-
÷àñòiøå âèçíà÷à¹òüñÿ äóæêàìè, íàïðèêëàä

E = (A⇔ (¬((¬B) ∧ C))) ⇒ ((A ∨ (¬C))⊕ (D ⇒ B)).

Çíîâ-òàêè, ÿê i â àðèôìåòèöi, ùîá çìåíøèòè êiëüêiñòü äóæîê òà çðîáè-
òè ñêëàäåíi âèñëîâëþâàííÿ áiëüø âèðàçíèìè, âèêîðèñòîâóþòü äîìîâëå-
íiñòü ïðî ïîðÿäîê äié:

1. Ïåðøèì çàâæäè çàñòîñîâóþòü çàïåðå÷åííÿ.
2. Ïiñëÿ çàïåðå÷åííÿ çàñòîñîâóþòü êîí'þíêöiþ òà äèç'þíêöiþ.
3. Ïîòîìó çàñòîñîâóþòü ëîãi÷íå äîäàâàííÿ.
4. Íàðåøòi, îñòàííiìè çàñòîñîâóþòü iìïëiêàöiþ òà åêâiâàëåíöiþ.
5. Âñåðåäèíi êîæíî¨ ãðóïè ïîðÿäîê äié âèçíà÷à¹òüñÿ äóæêàìè.

Çà òàêî¨ äîìîâëåíîñòi, îñòàííié ïðèêëàä ìîæíà ïåðåïèñàòè ñêîðî÷åíî
òàê:

E = (A⇔ ¬(¬B ∧ C)) ⇒ A ∨ ¬C ⊕ (D ⇒ B).

Çðîçóìiëî, ùî êîëè çàäàíî (ëîãi÷íå) çíà÷åííÿ âèñëîâëþâàíü A,B,C,D,
ëåãêî îá÷èñëèòè é çíà÷åííÿ óòâîðåíîãî ç íèõ âèñëîâëþâàííÿ E, íàïðè-
êëàä:

A B C D ¬B ¬C E1 E2 E3 E4 E5 E6 E
0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
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äå ïîçíà÷åíî:

E1 = ¬B ∧ C,
E2 = ¬(¬B ∧ C) = ¬E1,

E3 = A⇔ ¬(¬B ∧ C) = A⇔ E1,

E4 = A ∨ ¬C,
E5 = D ⇒ B,

E6 = A ∨ ¬C ⊕ (D ⇒ B) = E4 ⊕ E5.

Âèñëîâëþâàííÿ, ÿêi íå ðîçäiëÿþòüñÿ íà ÷àñòèíè, çâóòüñÿ åëåìåíòàð-
íèìè, àáî àòîìàìè. Çâiñíî, ïåðåëiê àòîìiâ çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêó çàäà÷ó
ìè ðîçãëÿäà¹ìî. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè çíà÷åííÿ åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëþ-
âàíü âèçíà÷à¹òüñÿ ïîçàëîãi÷íèìè ìåòîäàìè, ó ëîãiöi àòîìè ðîçãëÿäàþ-
òüñÿ çäåáiëüøîãî ÿê çìiííi, ÿêi ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åíü ç ìíîæèíè B
(ëîãi÷íi, àáî áóëåâi çìiííi). Òîäi ñêëàäåíå âèñëîâëþâàííÿ ñòà¹ áóëåâîþ
ôóíêöi¹þ âiä öèõ çìiííèõ. Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî, âçàãàëi êàæó÷è, ði-
çíi ñêëàäåíi âèñëîâëþâàííÿ ìîæóòü âèçíà÷àòè òó ñàìó áóëåâó ôóíêöiþ.
Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä: âèðàçè A ⊕ B òà ¬(A ⇔ B) çàäàþòü îäíó é òó
æ áóëåâó ôóíêöiþ. Îñü ùå ïðèêëàäè òàêèõ çáiãiâ:

A ∨B = B ∨A,(B1)

A ∧B = B ∧A,(B2)

A ∨ (B ∨ C) = (A ∨B) ∨ C,(B3)

A ∧ (B ∧ C) = (A ∧B) ∧ C,(B4)

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨ C),(B5)

A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C),(B6)

A ∨A = A,(B7)

A ∧A = A,(B8)

¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B,(B9)

¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B,(B10)

¬¬A = A,(B11)

A ∨ ¬A = 1,(B12)

A ∧ ¬A = 0.(B13)

A⇒ B = ¬A ∨B,(B14)

A⇔ B = (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A),(B15)

A ∨B = A⊕B ⊕A ∧B,(B16)

Ó ðÿäêàõ (B12) òà (B13) ÷åðåç 1 òà 0 ïîçíà÷åíî ñòàëi ôóíêöi¨, ÿêi çàâæäè
ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ, âiäïîâiäíî, 1 òà 0.

Îñêiëüêè áóëåâi ôóíêöi¨ âiäiãðàþòü iñòîòíó ðîëü ó ñó÷àñíié ìàòåìà-
òèöi é òåõíiöi, âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi íàáîðè áóëåâèõ ôóíêöié ¹ ïîâíèìè,
òîáòî òàêèìè, ÷åðåç ÿêi çà äîïîìîãîþ ñóïåðïîçèöié ìîæíà âèðàçèòè âñi
iíøi. Öüîìó ïèòàííþ áóäå ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíèé ðîçäië.
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2. Ïîâíi íàáîðè áóëåâèõ ôóíêöié

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âàæëèâèõ ïðèêëàäiâ ïîâíèõ
íàáîðiâ i äàìî êðèòåðié, çà ÿêèì âèçíà÷à¹òüñÿ, ÷è äàíèé íàáið ¹ ïîâíèì,
÷è íi.

2.1. Íîðìàëüíi ôîðìè áóëåâèõ ôóíêöié.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Íåõàé ôiêñîâàíî äåÿêèé íàáiðA = { a1, a2, . . . , an }
áóëåâèõ çìiííèõ.

1. Åëåìåíòàðíîþ êîí'þíêöi¹þ çâåòüñÿ âèðàç âèãëÿäó a′1∧a′2∧. . . a′n,
äå êîæíå a′i � öå àáî ai, àáî ¬ai. Íàïðèêëàä, äëÿ n = 4,

a1 ∧ ¬a2 ∧ a3 ∧ ¬a4, ¬a1 ∧ ¬a2 ∧ a3 ∧ ¬a4, a1 ∧ a2 ∧ ¬a3 ∧ a4.

2. Äîñêîíàëîþ äèç'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ (ñêîðî÷åíîÄÄÍÔ)
çâåòüñÿ äèç'þíêöiÿ åëåìåíòàðíèõ êîí'þíêöié, íàïðèêëàä

(a1 ∧ ¬a2 ∧ a3 ∧ ¬a4) ∨ (¬a1 ∧ ¬a2 ∧ a3 ∧ ¬a4) ∨ (a1 ∧ a2 ∧ ¬a3 ∧ a4).

3. Åëåìåíòàðíîþ äèç'þíêöi¹þ çâåòüñÿ âèðàç âèãëÿäó a′1∨a′2∨. . . a′n,
äå êîæíå a′i � öå àáî ai, àáî ¬ai, íàïðèêëàä

a1 ∨ a2 ∨ a3 ∨ ¬a4, ¬a1 ∨ ¬a2 ∨ ¬a3 ∨ ¬a4, a1 ∨ a2 ∨ ¬a3 ∨ a4.

4. Äîñêîíàëîþ êîí'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ (ñêîðî÷åíîÄÊÍÔ)
çâåòüñÿ êîí'þíêöiÿ åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié, íàïðèêëàä

(a1 ∨ a2 ∨ a3 ∨ ¬a4) ∧ (¬a1 ∨ ¬a2 ∨ ¬a3 ∨ ¬a4) ∧ (a1 ∨ a2 ∨ ¬a3 ∨ a4).

Çàóâàæèìî, ùî âñi öi îçíà÷åííÿ çàëåæàòü âiä îáðàíîãî íàáîðó çìiííèõ
a1, a2, . . . , an.

Òåîðåìà 2.2.2. 1. Äëÿ êîæíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ âiä áóëåâèõ çìií-
íèõ a1, a2, . . . , an iñíó¹ åêâiâàëåíòíà ¨é ÄÄÍÔ, ÿêà âèçíà÷åíà
îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè åëåìåíòàðíèõ êîí'þí-
êöié.

2. Äëÿ êîæíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ âiä áóëåâèõ çìiííèõ a1, a2, . . . , an

iñíó¹ åêâiâàëåíòíà ¨é ÄÊÍÔ, ÿêà âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî ç òî-
÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òiëüêè äðóãå òâåðäæåííÿ (ïðî ÄÊÍÔ),
çàëèøèâøè ïåðøå ç íèõ ÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó. Ïåðø çà âñå çðîáèìî íàñòó-
ïíå çàóâàæåííÿ.

Ëåìà 2.2.3. 1. Åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ a′1∨a′2∨ . . . a′n ïðèéìà¹
çíà÷åííÿ 1 ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ a1, a2, . . . , an, êðiì îäíî-
ãî, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

ai =

{
0 ÿêùî a′i = ai,

1 ÿêùî a′i = ¬ai.

Ïðè öèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ âîíà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0.
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2. Íàâïàêè, äëÿ áóäü-ÿêèõ çàäàíèõ çíà÷åíü çìiííèõ a1, a2, . . . , an

iñíó¹ ¹äèíà åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0
ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ çìiííèõ, à ñàìå a′1 ∨ a′2 ∨ . . . a′n, äå

a′i =

{
ai ÿêùî val ai = 0,
¬ai ÿêùî val ai = 1.

Áóäåìî êàçàòè, ùî åëåìåíòàðíà äèç'þíêöiÿ âiäïîâiäà¹ òîìó íàáîðó
çíà÷åíü çìiííèõ, ïðè ÿêîìó âîíà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0, i íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Äèç'þíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 0 òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè âñi ¨¨ ñêëàäîâi ÷àñòèíè ìàþòü çíà÷åííÿ 0. Àëå âêàçàíi çíà÷åííÿ ai

� öå òî÷íî òi, ïðè ÿêèõ a′i = 0. Çâiäñè âèïëèâàþòü îáèäâà òâåðäæåííÿ
ëåìè. �

Ïîâåðíåìîñÿ äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Çãàäà¹ìî, ùî êîí'þíêöiÿ íàáó-
âà¹ çíà÷åííÿ 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè öå çíà÷åííÿ ìàþòü âñi ¨¨ ñêëàäîâi
÷àñòèíè. Òîìó ÄÊÍÔ íàáèðà¹ çíà÷åííÿ 0 ïðè òèõ i ëèøå òèõ íàáîðàõ
çíà÷åíü çìiííèõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü òèì åëåìåíòàðíèì äèç'þíêöiÿì, ÿêi
âõîäÿòü äî ¨¨ ñêëàäó. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ðiçíi ÄÊÍÔ (òîáòî
òi, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü ðiçíi íàáîðè åëåìåíòàðíèõ äèç'þíêöié) çàäà-
þòü ðiçíi ôóíêöi¨. Íàðåøòi, ÿêùî f � äîâiëüíà áóëåâà ôóíêöiÿ âiä çìií-
íèõ a1, a2, . . . , an, à E1, E2, . . . , Em � âñi åëåìåíòàðíi äèç'þíêöi¨, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü òèì íàáîðàì çíà÷åíü çìiííèõ a1, a2, . . . , an, ïðè ÿêèõ f íàáó-
âà¹ çíà÷åííÿ 0, òî ç ëåìè 2.2.3 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ÊÍÔ E1∧E2∧. . .∧Em

åêâiâàëåíòíà ôóíêöi¨ f . �

Íàñëiäîê 2.2.4. Íàáîðè áóëåâèõ ôóíêöié {¬,∧} òà {¬,∨} ¹ ïîâ-
íèìè.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 2.2.2 âèïëèâà¹, ùî ïîâíèì ¹ íàáið {¬,∨,∧}.
Àëå ç òîòîæíîñòåé (B9) òà (B10) îäåðæó¹ìî, ùî A ∨B = ¬(¬A ∧¬B), à
A ∧B = ¬(¬A ∨ ¬B). �

2.2. Áóëåâi ìíîãî÷ëåíè. Iíøèé âàæëèâèé íàáið áóëåâèõ ôóíêöié
ñêëàäàþòü {0,1,∧,⊕} (ïåðøi äâi � öå áóëåâi êîíñòàíòè). Ç ¨õíüîãî îçíà-
÷åííÿ âèäíî, ùî íàñïðàâäi ôóíêöi¨ ∧ òà ⊕ � öå ìíîæåííÿ òà äîäàâàííÿ
çà ìîäóëåì 2, ÿêùî ââàæàòè 0 òà 1, âiäïîâiäíî, êëàñàìè ëèøêiâ, ÿêi
ìiñòÿòü 0 òà 1. Òîìó êîí'þíêöiþ ∧ çâóòü òàêîæ áóëåâèì ìíîæåííÿì i
çàìiñòü A ∧ B ïèøóòü AB. Ìè áóäåìî äîòðèìóâàòèñü òàêèõ ïîçíà÷åíü
ó öüîìó ïiäðîçäiëi. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî êëàñè ëèøêiâ óòâîðþþòü êiëü-
öå, i òîòîæíiñòü (B8), äîâiëüíèé âèðàç âiä áóëåâèõ çìiííèõ x1, x2, . . . , xn,
â ÿêîìó áåðóòü ó÷àñòü ëèøå ôóíêöi¨ ∧, ⊕ òà áóëåâi êîíñòàíòè, ìîæíà
çàïèñàòè ÿê ìíîãî÷ëåí âèãëÿäó∑

1ei1<i2<···<ik≤n

ci1i2...ikxi1xi2 . . . xik (ci1i2...ik ∈ {0,1 })

(âñi íåâiäîìi çóñòði÷àþòüñÿ ëèøå â ïåðøîìó ñòåïåíi). Òàêi ìíîãî÷ëåíè
ìè çâàòèìåìî áóëåâèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 2.2.5. Äëÿ êîæíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ f (x1, x2, . . . , xn) iñíó¹
¹äèíèé áóëiâ ìíîãî÷ëåí F (x1, x2, . . . , xn), åêâiâàëåíòíèé ôóíêöi¨ F .
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êiëüêiñòü áóëåâèõ îäíî÷ëåíiâ xi1xi2 . . . xik
âiä n çìiííèõ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïiäìíîæèí ó ìíîæèíi {x1, x2, . . . , xn },
òîáòî 2n. Ùîá çàäàòè áóëiâ ìíîãî÷ëåí, òðåáà êîæíîìó òàêîìó îäíî÷ëåíó
ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü 0 àáî 1 � âiäïîâiäíèé êîåôiöiåíò. Òîìó çàãàëü-
íà êiëüêiñòü òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ 22n

, òîáòî çàãàëüíié êiëüêîñòi
áóëåâèõ ôóíêöié. Îòæå, äîñòàòíüî äîâåñòè ëèøå îäíå ç äâîõ òâåðäæåíü
òåîðåìè: iñíóâàííÿ ìíîãî÷ëåíà F àáî éîãî ¹äèíiñòü. Ìè áóäåìî äîâîäè-
òè iñíóâàííÿ, êîðèñòóþ÷èñü iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ íåâiäîìèõ n. ßêùî
n = 1, ¹ âñüîãî 4 áóëåâèõ ôóíêöi¨: äâi êîíñòàòíòè, òîòîæíÿ ôóíêöiÿ
f(x) = x òà çàïåðå÷åííÿ ¬x = 1 ⊕ x. Âñi âîíè âèðàæàþòüñÿ áóëåâèìè
ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âiðíå äëÿ ôóíêöié
âiä n çìiííèõ, i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó áóëåâó ôóíêöiþ f (x1, x2, . . . , xn+1)
âiä n + 1 çìiííî¨. Ïîçíà÷èìî f0 (x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn,0) i
f1 (x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn,1). Öå âæå ôóíêöi¨ âiä n çìiííèõ. Çà
iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, iñíóþòü áóëåâi ìíîãî÷ëåíè F0 òà F1, òàêi ùî
f0 (x1, x2, . . . , xn) = F0 (x1, x2, . . . , xn) i f1 (x1, x2, . . . , xn) = F1 (x1, x2, . . . , xn)
äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Àëå ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ çíà÷åíü x1, x2, . . . , xn+1

f (x1, x2, . . . , xn+1) =

= (1⊕ xn+1)f0 (x1, x2, . . . , xn)⊕ xn+1f1 (x1, x2, . . . , xn) =

= (1⊕ xn+1)F0 (x1, x2, . . . , xn)⊕ xn+1F1 (x1, x2, . . . , xn) ,

à îñòàííié âèðàç ¹ áóëåâèì ìíîãî÷ëåíîì. Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨, òåîðåìó ïîâíiñòþ äîâåäåíî. �

2.3. Òåîðåìà Ïîñòà. Ñåðåä óñiõ áóëåâèõ ôóíêöié âèäiëÿþòüñÿ ñïå-
öiàëüíi ïiäêëàñè, ÿêi íàïåâíî íå ¹ ïîâíèìè. Äëÿ öüîãî çðó÷íî ââåñòè
ïîðÿäîê íà ìíîæèíi áóëåâèõ çíà÷åíü, ââàæàþ÷è, ùî 0 < 1. Ïîçíà÷è-
ìî òàêîæ, äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó a = (a1, a2, . . . , an) áóëåâèõ çíà÷åíü,
¬a = (¬a1,¬a2, . . . ,¬an).

Îçíà÷åííÿ 2.2.6. Êàæóòü, ùî áóëåâà ôóíêöiÿ f (x1, x2, . . . , xn)
• çáåðiãà¹ íóëü, ÿêùî f(0,0, . . . ,0) = 0;
• çáåðiãà¹ îäèíèöþ, ÿêùî f(1,1, . . . ,1) = 1;
• ìîíîòîííà, ÿêùî ç íåðiâíîñòåé ai ≤ bi äëÿ âñiõ i âèïëèâà¹, ùî
f (a1, a2, . . . , an) ≤ f (b1, b2, . . . , bn);

• ñàìîäâî¨ñòà, ÿêùî f(¬a) = ¬f(a) äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó a áóëå-
âèõ çíà÷åíü;

• ëiíiéíà, ÿêùî âîíà åêâiâàëåíòíà ëiíiéíîìó áóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó,
òîáòî âèðàçó âèãëÿäó

c0 ⊕ c1 ∧ x1 ⊕ c2 ∧ x2 ⊕ . . .⊕ cn ∧ xn,

äå ci ∈ {0,1 }.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

• F0 ìíîæèíó âñiõ áóëåâèõ ôóíêöié, ÿêi çáåðiãàþòü íóëü;

• F1 ìíîæèíó âñiõ áóëåâèõ ôóíêöié, ÿêi çáåðiãàþòü îäèíèöþ;
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• F2 ìíîæèíó âñiõ ìîíîòîííèõ áóëåâèõ ôóíêöié;

• F3 ìíîæèíó âñiõ ñàìîäâî¨ñòèõ áóëåâèõ ôóíêöié;

• F4 ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ áóëåâèõ ôóíêöié.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, i ìè çàëèøà¹ìî éîãî äîâåäåííÿ ÷è-
òà÷åâi ÿê âïðàâó.

Òâåðäæåííÿ 2.2.7. ßêùî áóëåâà ôóíêöiÿ F îäåðæàíà ç äåÿêèõ
ôóíêöié, ÿêi âñi íàëåæàòü êëàñó Fk (0 ≤ k ≤ 4), çà äîïîìîãîþ ñó-
ïåðïîçèöié, òî âîíà òåæ íàëåæèòü êëàñó Fk.

Ç òâåðäæåííÿ 2.2.7 îäðàçó âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü óìîâ íàñòóïíî¨ òå-
îðåìè, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ïîâíi íàáîðè áóëåâèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 2.2.8 (Òåîðåìà Ïîñòà). Íàáið M áóëåâèõ ôóíêöié ¹ ïîâíèì
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè M 6⊆ Fk äëÿ êîæíîãî 0 ≤ k ≤ 4; iíàêøå êàæó÷è,
êîëè âií ìiñòèòü

• ïðèíàéìíi îäíó ôóíêöiþ, ÿêà íå çáåðiãà¹ íóëü;
• ïðèíàéìíi îäíó ôóíêöiþ, ÿêà íå çáåðiãà¹ îäèíèöþ;
• ïðèíàéìíi îäíó íåìîíîòîííó ôóíêöiþ;
• ïðèíàéìíi îäíó íåñàìîäâî¨ñòó ôóíêöiþ;
• ïðèíàéìíi îäíó íåëiíiéíó ôóíêöiþ.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå ïåðåâiðèëè, ùî ïîâíèé íàáið çàäîâîëüíÿ¹ öèì
âèìîãàì. Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî âñi âîíè âèêîíàíi. Ïîçíà÷èìî N ìíî-
æèíó âñiõ ôóíêöié, ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ñóïåðïîçèöiÿìè ç M. Âèáå-
ðåìî äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, 2, 3, 4 ôóíêöiþ gk, ÿêà íàëåæèòü M, àëå
íå íàëåæèòü Fk. Çîêðåìà, òîäi g0(0,0, . . . ,0) = 1. Ïîçíà÷èìî f0(x) =
g0(x, x, . . . , x). ßêùî g0(1,1, . . . ,1) = 0, òî f0 = ¬, iíàêøå f0 = 1. Òàê
ñàìî, ôóíêöiÿ f1(x) = g1(x, x, . . . , x) � àáî êîíñòàíòà 0, àáî çàïåðå÷åííÿ.
Îòæå, N ìiñòèòü îáèäâi êîíñòàíòè 0,1, àáî N ìiñòèòü çàïåðå÷åííÿ.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g2 íåìîíîòîííà, iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ a1, a2, . . . , an

òà b1, b2, . . . , bn ¨ ¨ àðãóìåíòiâ, ùî, äëÿ êîæíîãî íîìåðà i, êîëè ai = 1, òî
é bi = 1, àëå g2 (a1, a2, . . . , an) = 1, g2 (b1, b2, . . . , bn) = 0. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî N ìiñòèòü îáèäâi êîíñòàíòè 0,1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f2(x) =
g2 (y1, y2, . . . , yn), äå

yi =


0 ÿêùî ai = bi = 0,
1 ÿêùî ai = bi = 1,
x ÿêùî ai = 0, bi = 1.

Òîäi f2(0) = g2 (a1, a2, . . . , an) = 1, f2(1) = g2 (b1, b2, . . . , bn) = 0, òîáòî
f2 = ¬. Îòæå, ÿêùî N ìiñòèòü îáèäâi êîíñòàòíòè, âîíà ìiñòèòü i çàïåðå-
÷åííÿ.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g3 íåñàìîäâî¨ñòà, iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ a1, a2, . . . , an

¨ ¨ çìiííèõ, ùî g (a1, a2, . . . , an) = g (¬a1,¬a2, . . . ,¬an). Ïðèïóñòèìî, ùî
N ìiñòèòü çàïåðå÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f3(x) = g3 (y1, y2, . . . , yn),
äå

yi =

{
x ÿêùî ai = 1,
¬x ÿêùî ai = 0.
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Òîäi

f3(1) = g3 (a1, a2, . . . , an) = g3 (¬a1,¬a2, . . . ,¬an) = f3(0),

òîáòî f3 � êîíñòàíòà. Òîäi ¬f3 � äðóãà áóëåâà êîíñòàíòà. Îòæå, ÿêùî
N ìiñòèòü çàïåðå÷åííÿ, âîíî ìiñòèòü i îáèäâi êîíñòàíòè. Âðàõîâóþ÷è âñi
ïîïåðåäíi ðîçãëÿäè, ìè îäåðæèìî, ùî N íàïåâíå ìiñòèòü i çàïåðå÷åííÿ,
i îáèäâi áóëåâi êîíñòàíòè.

Ðîçãëÿíåìî, íàðåøòi, íåëiíiéíó ôóíêöiþ g4. �¨ ìîæíà ââàæàòè áó-
ëåâèì ìíîãî÷ëåíîì, òîáòî áóëåâîþ ñóìîþ äåÿêèõ êîí'þíêöié âèãëÿäó
xi1 ∧ xi2 ∧ . . . ∧ xim Íåõàé m � íàéìåíøå ÷èñëî, òàêå ùî m > 1 i
÷ëåí w = xi1 ∧ xi2 ∧ . . . ∧ xim äiéñíî âõîäèòü äî áóëåâîãî ìíîãî÷ëå-
íó g4 (âîíî iñíó¹, áî öåé ìíîãî÷ëåí íåëiíiéíèé). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
f4(x, y) = g4 (y1, y2, . . . , yn), äå

yi =


x ÿêùî i = i1,

y ÿêùî i ∈ { i2, . . . , im } ,
0 ÿêùî i /∈ { i1, i2, . . . , im } .

Ïiñëÿ òàêî¨ ïiäñòàíîâêè âñi íåëiíiéíi ÷ëåíè, êðiì w, îáåðòàþòüñÿ íà 0.
Òîìó f4 � öå áóëiâ ìíîãî÷ëåí âèãëÿäó

f4(x, y) = c⊕ a ∧ x⊕ b ∧ y ⊕ x ∧ y,

äå a, b, c � äåÿêi áóëåâi êîíñòàíòè. Çàóâàæèìî, ùî ¬f4 = 1 ⊕ f4 = ¬c ⊕
a ∧ x ⊕ b ∧ y ⊕ x ∧ y. Òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî c = 0. Ðîçãëÿíåìî ðiçíi
âèïàäêè.

1. ßêùî a = b = 0, òî f4(x, y) = x ∧ y.
2. ßêùî a = b = 1, òî f4(x, y) = x⊕ y ⊕ x ∧ y = x ∨ y.
3. ßêùî a = 1, b = 0, òî f4(x, y) = x⊕ x∧ y = x∧ (1⊕ y) = x∧¬y i
f4(x,¬y) = x ∧ y.

4. Òàê ñàìî, ÿêùî a = 0, b = 1, òî f4(¬x, y) = x ∧ y.
Îòæå, íàïåâíå N ìiñòèòü êîí'þíêöiþ àáî äèç'þíêöiþ. Îñêiëüêè N ìi-
ñòèòü çàïåðå÷åííÿ, ç íàñëiäêó 2.2.4 âèïëèâà¹, ùî M � ïîâíèé íàáið. �

Ç òåîðåìè Ïîñòà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî êîæåí ïîâíèé íàáið M
áóëåâèõ ôóíêöié ìiñòèòü ïiäìíîæèíó M′, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå
ç 5 åëåìåíòiâ i òàêîæ ¹ ïîâíèì íàáîðîì. Íàñïðàâäi, öþ îöiíêó ìîæíà
ëåãêî çìåíøèòè.

Íàñëiäîê 2.2.9. Êîæåí ïîâíèé íàáið M áóëåâèõ ôóíêöié ìiñòèòü
ïiäìíîæèíó M′, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå ç 4 åëåìåíòiâ i òàêîæ
¹ ïîâíèì íàáîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g0 ∈ M � ôóíêöiÿ, ÿêà íå çáåðiãà¹ íóëü, òîáòî
g0(0, . . . ,0) = 1. ßêùî g0(1, . . . ,1) = 0, öÿ ôóíêöiÿ òàêîæ íå çáåðiãà¹
îäèíèöþ. ßêùî æ g0(1, . . . ,1) = 1, âîíà íåñàìîäâî¨ñòà. Îòæå, öÿ ôóí-
êöiÿ ¾ïîêðèâà¹¿ äâi ç ï'ÿòè âèìîã òåîðåìè Ïîñòà. Ùîá çàäîâîëüíèòè
iíøi òðè óìîâè, ïîòðiáíi ùå ùîíàéáiëüøå òðè ôóíêöi¨ ç ìíîæèíè M.
Ðàçîì ç g0 âîíè é óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið M′ ⊆ M, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ùîíàéáiëüøå ç 4 åëåìåíòiâ. �

29



Ïðèêëàä 2.2.10. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðèíàëåæíiñòü �ñòàíäàðò-
íèõ� áóëåâèõ ôóíêöié äî êëàñiâ Fi âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíîþ òàáëèöåþ:

F0 F1 F2 F3 F4

0 + − + − +
1 − + + − +
¬ − − − + +
∨ + + + − −
∧ + + + − −
⇒ − + − − −
⇔ − + − − +
⊕ + − − − +

Çà öi¹þ òàáëèöåþ ëåãêî ïåðåâiðÿòè, ÷è ¹ òîé ÷è iíøèé íàáið áóëåâèõ
ôóíêöié âiä äâîõ çìiííèõ ïîâíèì. Çâè÷éíî, öÿ òàáëèöÿ ìiñòèòü íå âñi
ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ (òî÷íiøå, ëèøå ïîëîâèíó ç íèõ), àëå ÷èòà÷
ëåãêî ìîæå äîïîâíèòè ¨¨.

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäèí âàæëèâèé íàñëiäîê ç òåîðåìè Ïîñòà.

Íàñëiäîê 2.2.11. Iñíó¹ ðiâíî äâi áóëåâèõ ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ
f(x, y), òàêi ùî íàáið { f }, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ôóíêöi¨ f ¹ ïîâ-
íèì. Ñàìå, öå ñòðiëêà Ïiðñà (àáî àíòèêîí'þíêöiÿ) x ↑ y = ¬(x ∧ y) òà
øòðèõ Øåôôåðà (àáî àíòèäèç'þíêöiÿ) x | y = ¬(x ∨ y).

Äîâåäåííÿ. Øóêàíà ôóíêöiÿ f ìóñèòü íå çáåðiãàòè íóëü òà îäè-
íèöþ, çâiäêè f(0,0) = 1 i f(1,1) = 0. Êðiì òîãî, öÿ ôóíêöiÿ ìóñèòü
áóòè íåñàìîäâî¨ñòîþ, òîìó çíà÷åííÿ f(0,1) òà f(1,0) ìàþòü áóòè îäíà-
êîâèìè. ßêùî f(0,1) = f(1,0) = 1, îäåðæèìî ñòðiëêó Ïiðñà, ÿêùî æ
f(0,1) = f(1,0) = 0, îäåðæèìî øòðèõ Øåôôåðà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
îáèäâi öi ôóíêöi¨ òàêîæ íåìîíîòîííi é íåëiíiéíi, òîáòî êîæíà ç ìíîæèí
{ ↑ } òà { | } ¹ ïîâíèì íàáîðîì. �

3. Âiäíîøåííÿ

Îçíà÷åííÿ 2.3.1. n-ìiñíèì (àáî n-àðíèì) âiäíîøåííÿì íà ìíîæè-
íiM çâåòüñÿ ïiäìíîæèíà R ⊆Mn. Êàæóòü, ùî åëåìåíòè a1, a2, . . . , an ∈
M (ó çàäàíîìó ïîðÿäêó) çíàõîäÿòüñÿ ó âiäíîøåííi R, ÿêùî (a1, a2, . . . , an) ∈
R.

ßêùî n = 2, çàìiñòü (a, b) ∈ R ÷àñòiøå ïèøóòü aRb. Íàïðèêëàä,
a < b, a ∼ b, a ≡ b, i ò. ií.

Iíêîëè âiäíîøåííÿ çðó÷íî îòîòîæíþâàòè ç ôóíêöi¹þ ρ : Mn → B âiä
n çìiííèõ, âèçíà÷åíîþ íà ìíîæèíi M i ç áóëåâèìè çíà÷åííÿìè {0,1 }.
Äiéñíî, çà êîæíèì âiäíîøåííÿì R ⊆ Mn ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ
ρ : Mn → B, ïîêëàâøè

ρ (a1, a2, . . . , an) =

{
1, ÿêùî (a1, a2, . . . , an) ∈ R,
0, ÿêùî (a1, a2, . . . , an) 6∈ R.

Íàâïàêè, êîæíà ôóíêöiÿ ρ : Mn → B âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ R ⊆ Mn, à
ñàìå, (a1, a2, . . . , an) ∈ R òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ρ (a1, a2, . . . , an) = 1.
Öå äà¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ âiäíîøåííÿìè òà áóëå-
âîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè. Î÷åâèäíî, ÿêùî M � ñêií÷åííà ìíîæèíà ç m
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åëåìåíòàìè, âñüîãî iñíó¹ 2mn
n-ìiñíèõ âiäíîøåíü íà öié ìíîæèíi. Âòiì,

áàãàòî ç íèõ ¹ ¾îäíàêîâèìè¿ â ðîçóìiííi íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Äâà n-ìiñíi âiäíîøåííÿ, R ⊆ Mn òà S ⊆ Nn,
çâóòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà ái¹êöiÿ φ : M → N , ùî, äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an ∈ M , (a1, a2, . . . , an) ∈ R òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè (φa1, φa2, . . . , φan) ∈ S. Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü R ' S i
êàæóòü, ùî φ ¹ içîìîðôiçìîì âiäíîøåííÿ R íà âiäíîøåííÿ S.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êîëè φ � içîìîðôiçì R íà S, òî îáåðíåíà ái-
¹êöiÿ φ−1 ¹ içîìîðôiçìîì S íà R, à ÿêùî, êðiì òîãî, ψ : N → L ¹
içîìîðôiçìîì S íà âiäíîøåííÿ T ⊆ Ln, òî äîáóòîê ψφ ¹ içîìîðôiçìîì
R íà T . (Ïåðåâiðòå öi òâåðäæåííÿ!)

ßêùî R ⊆ Mn � âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi M , à N ⊆ M � ÿêàñü
ïiäìíîæèíà, ìîæíà ðîçãëÿíóòè îáìåæåííÿ R|N öüîãî âiäíîøåííÿ íà
N , ïîêëàâøè R|N = R ∩ Nn. Äóæå ÷àñòî çàìiñòü R|N ïðîäîâæóþòü
ïèñàòè R (i ìè òàêîæ áóäåìî òàê ðîáèòè.

Íàñïðàâäi, ìàéæå íiêîëè íå äîâîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè äîâiëüíi âiäíî-
øåííÿ. Íàé÷àñòiøå ìàþòü ñïðàâó çi ñïåöiàëüíèìè êëàñàìè âiäíîøåíü
(ïåðåâàæíî, äâîìiñíèõ, àáî áiíàðíèõ). Äëÿ áiíàðíèõ âiäíîøåíü âèçíà÷å-
íî îïåðàöi¨ äîáóòêó òà îáåðòàííÿ.

1. Äîáóòêîì, àáî êîìïîçèöi¹þ, áiíàðíèõ âiäíîøåíü R ⊆M2 òà S ⊆
M2 çâåòüñÿ áiíàðíå âiäíîøåííÿ

RS =
{

(a, b) ∈M2 | iñíó¹ òàêèé c ∈M, ùî (a, c) ∈ R i (c, b) ∈ S
}
.

2. Îáåðíåíèì äî âiäíîøåííÿ R ⊆M2 çâåòüñÿ âiäíîøåííÿ

R−1 = { (a, b) ∈M | (b, a) ∈ R } .
Âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi a = b ÷àñòî çâåòüñÿ òàêîæ äiàãîíàëëþ i ïîçíà-

÷à¹òüñÿ ∆, àáî ∆M , ÿêùî òðåáà ÿâíî âêàçàòè ìíîæèíó M . Î÷åâèäíî,
âîíî âiäiãðà¹ ðîëü íåéòðàëüíîãî åëåìåíòà âiäíîñíî äîáóòêó âiäíîøåíü:
∆R = R∆ = R äëÿ äîâiëüíîãî âiäíîøåííÿ R ⊆M2.

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø âàæëèâi êëàñè âiäíîøåíü.

3.1. Åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.3.3. Âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi (àáî ïðîñòî åêâi-
âàëåíòíiñòþ) íà ìíîæèíiM çâåòüñÿ äâîìiñíå âiäíîøåííÿ ∼ íà öié ìíî-
æèíi, ÿêå ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. Ðåôëåêñèâíiñòü: a ∼ a äëÿ âñiõ a ∈M .
2. Ñèìåòðè÷íiñòü: ÿêùî a ∼ b, òî é b ∼ a.
3. Òðàíçèòèâíiñòü: ÿêùî a ∼ b i b ∼ c, òî é a ∼ c.

Çàóâàæèìî, ùî öi âëàñòèâîñòi ëåãêî ôîðìóëþþòüñÿ íà ìîâi äié íàä
âiäíîøåííÿìè:

• ðåôëåêñèâíiñòü: R ⊇ ∆;
• ñèìåòðè÷íiñòü: R−1 ⊆ R (òîäi, î÷åâèäíî, R−1 = R);
• òðàíçèòèâíiñòü: R2 ⊆ R (çâè÷àéíî, R2 ïîçíà÷à¹ RR).

Ïðèêëàäè âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi çóñòði÷àþòüñÿ äóæå ÷àñòî. Íà-
âåäåìî äåÿêi ç íèõ.

• Âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi a = b.
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• Âiäíîøåííÿ ïîðiâíÿííÿ öiëèõ ÷èñåë çà çàäàíèì ìîäóëåì a ≡ b
mod m.

• Âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi ïiäìíîæèí çàäàíî¨ ìíîæèíè#(A) =
#(B).

• Âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó n-ìiñíèõ âiäíîøåíü R ' S íà äàíié
ìíîæèíi M .

×èòà÷ ëåãêî ïîïîâíèòü öåé ïåðåëiê. Î÷åâèäíî, ùî îáìåæåííÿ âiäíîøåí-
íÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà äîâiëüíó ïiäìíîæèíó çíîâ-òàêè ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè.
Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîíÿòòÿ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi.

Îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ 2.3.4. Íåõàé ∼ � åêâiâàëåíòíiñòü íà
ìíîæèíiM . Êëàñîì åëåìåíòà a âiäíîñíî öi¹¨ åêâiâàëåíòíîñòi (àáî, ÿêùî
âiäíîøåííÿ ∼ ôiêñîâàíå, êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà a) çâåòüñÿ
ïiäìíîæèíà Ma = { b ∈M | b ∼ a }.

Öi êëàñè ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1. M =
⋃

a∈M Ma; ñàìå, a ∈Ma äëÿ êîæíîãî a ∈M .
2. b ∈Ma òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Mb = Ma.
3. Äâà ðiçíi êëàñè íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ.

Ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî∼ ïîçíà÷àþòüM/∼ i çâóòü
ôàêòîðìíîæèíîþ ìíîæèíè M çà åêâiâàëåíòíiñòþ ∼. Ìíîæèíîþ ïðåä-

ñòàâíèêiâ âiäíîñíî ∼ çâåòüñÿ äîâiëüíà ïiäìíîæèíà M̃ ⊆M , ÿêà ìiñòèòü
òî÷íî ïî îäíîìó åëåìåíòó ç êîæíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. 1 � íàñëiäîê ðåôëåêñèâíîñòi.
2 : ßêùî b ∈Ma, à c ∈Mb, òî b ∼ a i c ∼ b, çâiäêè c ∼ a, òîáòî c ∈Ma.

Îòæå, Mb ⊆ Ma. Àëå ç ñèìåòðè÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî òàêîæ a ∼ b, òîáòî
a ∈Mb, à òîìó Ma ⊆Mb.

3 : ßêùî Ma ∩ Mb 6= ∅, âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò c ∈ Ma ∩ Mb.
Çãiäíî ç 2, òîäi Mc = Ma i Mc = Mb, îòæå Ma = Mb. �

Òåîðåìà 2.3.5. 1. Êîæíå ðîçáèòòÿ M =
⊔

i∈I Mi ìíîæèíè
M íà ïiäìíîæèíè, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ, âèçíà÷à¹
åêâiâàëåíòíiñòü ∼ íà öié ìíîæèíi: ââàæà¹ìî, ùî a ∼ b, ÿêùî
çíàéäåòüñÿ òàêèé iíäåêñ i ∈ I, ùî a òà b îáèäâà íàëåæàòü
ïiäìíîæèíi Mi.

2. Íàâïàêè, êîæíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼ íà ìíîæèíi M

âèçíà÷à¹ ðîçáèòòÿ öi¹¨ ìíîæèíè:M =
⊔

a∈M̃
Ma, äå M̃ � äåÿêà

ìíîæèíà ïðåäñòàâíèêiâ âiäíîñíî ∼.
Î÷åâèäíî, öi äâi îïåðàöi¨ ¹ âçà¹ìíî îáåðíåíèìè.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ
2.3.4. Ìè çàëèøà¹ìî éîãî ÷èòà÷åâi â ÿêîñòi äóæå ïðîñòî¨ âïðàâè.

Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü óñiõ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà çàäàíié ìíî-
æèíi M , ÿêà ìà¹ m åëåìåíòiâ, àáî, ùî òå ñàìå, êiëüêiñòü ðîçáèòòiâ ìíî-
æèíèM . Öå ÷èñëî Bm çâåòüñÿ ÷èñëîì Áåëëà. Ïðè ôiñîâàíîìó n êiëüêiñòü
ðîçáèòòiâ M íà n ÷àñòèí âèçíà÷à¹òüñÿ ÷èñëîì Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó

Sn
m =

1
n!

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
(n − k)m (äèâ. òâåðäæåííÿ 1.4.5; ìè äîäàëè ñþäè
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íóëüîâèé ÷ëåí ç k = n). Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî Sn
m = 0, êîëè n > m àáî

n = 0. Îòæå,

(3.1) Bm =
∞∑

n=0

Sn
m =

∞∑
n=0

1
n!

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
(n− k)m.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïåðåòâîðèòè äî áiëüø êðàñèâîãî
âèãëÿäó.

Òâåðäæåííÿ 2.3.6. Bm =
1
e

∞∑
n=0

nm

n!
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè
1
n!

(
n

k

)
=

1
k!(n− k)!

, ôîðìóëó (3.1) ìîæíà

ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Bm =
∞∑

n=0

n∑
k=0

(−1)k

k!
(n− k)m

(n− k)!
.

Òóò (k, n) ïðîáiãà¹ âñi òàêi ïàðè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ùî n ≥ k. Òîìó
ïîðÿäîê ïiñóìîâóâàííÿ ìîæíà çìiíèòè òàê:

Bm =
∞∑

k=0

(−1)k

k!

∞∑
n=k

(n− k)m

(n− k)!

(ìè òàêîæ çìiíèëè iíäåêñ ïiäñóìîâóâàííÿ ç n íà l.) Ïîêëàâøè â îñòàííié
ñóìi l = n− k, îäåðæèìî

Bm =
∞∑

k=0

(−1)k

k!

∞∑
l=0

lm

l!
=

1
e

∞∑
n=0

nm

n!
,

îñêiëüêè
∑∞

k=0(−1)k/k! = e−1. (Íà îñòàííüîìó êðîöi ìè òàêîæ çìiíèëè
iíäåêñ ïiñóìîâóâàííÿ ç l íà n.) �

Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðÿä Äiðiõëå La(s), äå an = 1/n!.
Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öåé ðÿä ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ ïðè s ∈ R (ñêîðè-
ñòàéòåñÿ, íàïðèêëàä, îçíàêîþ Âàé¹ðøòðàññà). Òîìó âií âèçíà÷à¹ íåïå-
ðåðâíó ôóíêöiþ β(s). Òâåðäæåííÿ 2.3.6 òîäi ïîêàçó¹, ùî Bm = β(−m).
Êðiì òîãî, îñêiëüêè é ðÿä äëÿ e−1 àáñîëþòíî çáiæíèé, öå òàêîæ âèïðàâ-
äîâó¹ çðîáëåíi íàìè ôîðìàëüíi ïåðåòâîðåííÿ íåñêií÷åííèõ ñóì.

3.2. Ïîðÿäêè òà êâàçiïîðÿäêè.

Îçíà÷åííÿ 2.3.7. 1. Âiäíîøåííÿì êâàçiïîðÿäêó (àáî ïðîñòî êâà-
çiïîðÿäêîì) íà ìíîæèíi M çâåòüñÿ áiíàðíå âiäíîøåííÿ 4 íà öié
ìíîæèíi, ÿêå ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
(à) Ðåôëåêñèâíiñòü: a 4 a äëÿ êîæíîãî a ∈M .
(á) Òðàíçèòèâíiñòü: ÿêùî a 4 b òà b 4 c, òî òàêîæ a 4 c.
ßêùî, êðiì òîãî, öå âiäíîøåííÿ àíòèñèìåòðè÷íå, òîáòî ç òîãî,
ùî îäíî÷àñíî a 4 b òà b 4 a âèïëèâà¹, ùî a = b, âîíî çâåòüñÿ
âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó (àáî ïðîñòî ïîðÿäêîì) íà ìíîæèíi M .

2. Êàæóòü, ùî êâàçiïîðÿäîê (çîêðåìà, ïîðÿäîê) 4 ¹ ëiíiéíèì, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈M àáî a 4 b, àáî b 4 a. ßêùî òðåáà
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ïiäêðåñëèòè, ùî äåÿêèé êâàçiïîðÿäîê (ïîðÿäîê) íå îáîâ'ÿçêîâî
ëiíiéíèé, êàæóòü ïðî ÷àñòêîâèé êâàçiïîðÿäîê (ïîðÿäîê).

3. ßêùî 4 � ïîðÿäîê íàM , òî âiäïîâiäíèì ñòðîãèì ïîðÿäêîì çâå-
òüñÿ âiäíîøåííÿ ≺: a ≺ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a 4 b i a 6= b.
(Iíêîëè, ùîá ïiäêðåñëèòè ðiçíèöþ ìiæ ≺ òà 4, îñòàíí¹ âiäíîøå-
ííÿ çâóòü ¾íåñòðîãèì ïîðÿäêîì¿.)

Î÷åâèäíî, ñòðîãèé ïîðÿäîê ≺ çàâæäè ¹ òðàíçèòèâíèì òà àñèìåòðè-
÷íèì; îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî íåìîæëèâî, ùîá îäíî÷àñíî áóëî a ≺ b òà
b ≺ a. Íàâïàêè, ÿêùî ≺ � òðàíçèòèâíå i àñèìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ, òî
âiäíîøåííÿ 4, çàäàíå ïðàâèëîì: a 4 b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a ≺ b àáî
a = b, ¹ âiäíîøåííÿì (íåñòðîãîãî) ïîðÿäêó.

Íàâåäåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó (òà êâàçiïîðÿäêó).

• Çâè÷àéíå âiäíîøåííÿ ≤ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë ¹ ëiíiéíèì
ïîðÿäêîì. Âiäïîâiäíèé ñòðîãèé ïîðÿäîê � öå âiäíîøåííÿ <.

• Âiäíîøåííÿ ïîäiëüíîñòi a|b öiëèõ ÷èñåë ¹ (÷àñòêîâèì) êâàçi-
ïîðÿäêîì (íå ïîðÿäêîì, áî, íàïðèêëàä, 2|(−2) i (−2)|2). ßêùî
îáìåæèòèñü íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, òî ïîäiëüíñòü ¹ âiäíîøåí-
íÿì (÷àñòêîâîãî) ïîðÿäêó.

• Âiäíîøåííÿ ⊆ ¹ âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó (çíîâ-òàêè, ÷àñòêîâîãî)
íà ìíîæèíi ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíîæèíè M . Âiäïîâiäíèé ñòðîãèé
ïîðÿäîê � öå âiäíîøåííÿ ⊂.

Çíîâ-òàêè, îáìåæåííÿ êâàçiïîðÿäêó (ïîðÿäêó) íà äîâiëüíó ïiäìíî-
æèíó ¹ çíîâ êâàçiïîðÿäêîì (ïîðÿäêîì). ßêùî êâàçiïîðÿäîê ¹ ëiíiéíèì,
òàêèì ¹ é éîãî îáìåæåííÿ.

Êîæíå âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹, çîêðåìà, âiäíîøåííÿì êâàçiïî-
ðÿäêó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäíîøåííÿ êâàçiïîðÿäêó, â äåÿêîìó ðîçóìiííi,
¹ êîìáiíàöi¹þ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi òà ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 2.3.8. Íåõàé 4 � êâàçiïîðÿäîê íà ìíîæèíiM . Âèçíà÷èìî
âiäíîøåííÿ ∼ ïðàâèëîì: a ∼ b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a 4 b òà b 4 a.

1. Âiäíîøåííÿ ∼ ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ íà M . (Âîíî çâåòüñÿ åêâiâà-
ëåíòíiñòþ, ïîðîäæåíîþ êâàçiïîðÿäêîì 4.)

2. ßêùî a ∼ a′ i b ∼ b′, òî a 4 b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a′ 4 b′.

Çîêðåìà, íà ìíîæèíi M̃ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi çà âiäíîøåííÿì
∼ ìîæíà âèçíà÷èòè âiäíîøåííÿ 4∗ ïðàâèëîì: A 4∗ B òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè a 4 b äëÿ äåÿêèõ (òîäi é äëÿ áóäü-ÿêèõ) åëåìåíòiâ
a ∈ A, b ∈ B.

3. Âiäíîøåííÿ 4∗ íà ìíîæèíi M̃ ¹ ïîðÿäêîì.
4. Ïîðÿäîê 4∗ ¹ ëiíiéíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè òàêèì ¹ êâàçi-

ïîðÿäîê 4.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ ó áåçïîñåðåäíié ïåðåâiðöi ïîòðiáíèõ
âëàñòèâîñòåé. Ìè çàëèøà¹ìî éîãî ÷èòà÷åâi ÿê íåñêëàäíó âïðàâó.
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Ðîçäië 3

Òåîðiÿ ãðàôiâ

1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ ãðàôiâ

Ïîíÿòòÿ ãðàôà òà ïîâ'ÿçàíi ç íèì øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â ñó÷à-
ñíié òåîðåòè÷íié i ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi. Ðîçðiçíÿþòü îði¹íòîâàíi òà
íåîði¹íòîâàíi ãðàôè. Ùîá ðîçðiçíÿòè ¨õ, ìè áóäåìî îði¹íòîâàíi ãðàôè
íàçèâàòè îðãðàôàìè, à íåîði¹íòîâàíi � ïðîñòî ãðàôàìè (öå ñòà¹ îñòàííiì
÷àñîì äîñèòü ðîçïðâñþäæåíèì ñëîâîâæèâàííÿì). Iñíó¹ êiëüêà âàðiàíòiâ
îçíà÷åíü ãðàôiâ òà îðãðàôiâ. Ìè îáðàëè íàéáiëüø çàãàëüíi; âñi iíøi áó-
äóòü îäåðæàíi ç íèõ ñïåöiàëiçàöiÿìè.

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. 1. Îði¹íòîâàíèé ãðàô, àáî îðãðàô Γ ñêëàäà-
¹òüñÿ ç äâîõ ìíîæèí: ìíîæèíè âåðøèí VerΓ òà ìíîæèíè ñòðiëîê
Arr Γ, i äâîõ âiäîáðàæåíü ε0 : Arr Γ → VerΓ òà ε1 : Arr Γ → VerΓ.

2. Âåðøèíè ε0α i ε1α çâóòüñÿ, âiäïîâiäíî, ïî÷àòêîì òà êiíöåì ñòðië-
êè α. Êàæóòü, ùî α � ñòðiëêà ç âåðøèíè ε0α äî âåðøèíè ε1α.
Êàæóòü òàêîæ, ùî öi âåðøèíè iíöèäåíòíi ñòðiëöi α i íàâïàêè.

3. ßêùî ε0α = ε1α, ñòðiëêà α çâåòüñÿ ïåòëåþ (ïðè âåðøèíi a =
ε0α). ßêùî ε0α = ε0β i ε1α = ε1β, êàæóòü, ùî α òà β � êðàòíi
ñòðiëêè.

4. Îðãðàô, â ÿêîìó íåìà¹ ïåòåëü òà êðàòíèõ ñòðiëîê, áóäåìî çâàòè
ïðîñòèì îðãðàôîì. (Öåé òåðìií íå ¹ çàãàëüíîâæèâàíèì.)

Îñü ïðèêëàä îðãðàôà:
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Öåé îðãðàô íå ïðîñòèé: âií ìà¹ ïåòëþ β òà êðàòíi ñòðiëêè ξ, η. ßêùî
âèëó÷èòè ïåòëþ é îäíó ç êðàòíèõ ñòðiëîê, ñêàæiìî, η, îäåðæèìî ïðîñòèé
îðãðàô

(1.2) a α //
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Ñòðiëêè σ, τ â íüîìó íå êðàòíi: õî÷à âîíè ñïîëó÷àþòü òi ñàìi òî÷êè, àëå
éäóòü ó çâîðîòíüîìó íàïðÿìêó.

Çàóâàæèìî, ùî ïàðó âiäîáðàæåíü ε0, ε1 ìîæíà çàìiíèòè îäíèì âiä-
îáðàæåííÿì Arr Γ → (Ver Γ)2, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñòðiëöi α ïàðó
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âåðøèí (ε0α, ε1α). ßêùî çàìiñòü ïàð âåðøèí ðîçãëÿäàòè íåâïîðÿäêîâàíi
ïàðè, îäåðæèìî ïîíÿòòÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà.

Òî÷íiøå, íåâïîðÿäêîâàíîþ ïàðîþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè M çâåòüñÿ ¨¨
ïiäìíîæèíà { a, b }, ÿêà ìiñòèòü îäèí àáî äâà åëåìåíòè (îäèí åëåìåíò
âèõîäèòü, ÿêùî a = b, îñêiëüêè { a, a } = { a }). Ìíîæèíó íåîði¹íòîâàíèõ
ïàð åëåìåíòiâ ç M ïîçíà÷èìî Π(M).

Îçíà÷åííÿ 3.1.2. 1. Íåîði¹íòîâàíèé ãðàô (àáî ïðîñòî ãðàô) Γ
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ìíîæèí: ìíîæèíè âåðøèí VerΓ òà ìíîæèíè
ðåáåð EdΓ, i âiäîáðàæåííÿ e : Ed Γ → Π(Ver Γ), äå Π(Ver Γ) �
ìíîæèíà íåîði¹íòîâàíèõ ïàð âåðøèí.

2. Âåðøèíè ç ïàðè εα çâóòüñÿ êiíöÿìè ðåáðà α. ßêùî εα = { a, b },
êàæóòü, ùî α � ðåáðî ìiæ a òà b. Êàæóòü òàêîæ, ùî öi âåðøèíè
iíöèäåíòíi ðåáðó α i íàâïàêè.

3. ßêùî ðåáðî α ìà¹ îäèí êiíåöü a, òîáòî εα = { a }, êàæóòü, ùî α
� ïåòëÿ (ïðè âåðøèíi a). ßêùî ðåáðà α i β ìàþòü îäíàêîâi êiíöi,
òîáòî εα = εβ, êàæóòü, ùî α, β � êðàòíi ðåáðà.

4. Ãðàô áåç ïåòåëü i êðàòíèõ ðåáåð çâåòüñÿ ïðîñòèì.
5. Ïîâíèì ãðàôîì íà ìíîæèíi M çâåòüñÿ íåîði¹íòîâàíèé ãðàô çi

ìíîæèíîþ âåðøèíM i ìíîæèíîþ ðåáåð { { a, b } | a, b ∈M, a 6= b }.
Ìè ââàæà¹ìî. ùî εα = α äëÿ êîæíî¨ ïàðè α = { a, b }. Iíøèìè
ñëîâàìè, öå � ïðîñòèé ãðàô, â ÿêîìó ìiæ êîæíèìè (ðiçíèìè)
âåðøèíàìè ¹ ðåáðî.

Çâè÷àéíî, ç êîæíîãî îði¹íòîâàíîãî ãðàôà Γ ìîæíà çðîáèòè íåîði¹í-
òîâàíèé ãðàô Γ̆, ¾çàáóâàþ÷è îði¹íòàöiþ¿, òîáòî ïîêëàâøè Ver Γ̆ = Ver Γ,
Ed Γ̆ = Arr Γ i εα = { ε0α, ε1α }. Êàæóòü, ùî Γ̆ � ïiäëåãëèé ãðàô îðãðàôà

Γ, à Γ ¹ îði¹íòàöi¹þ ãðàôà Γ̆. (Çàóâàæèìî, ùî îði¹íòàöiÿ âèçíà÷åíà íå-
îäíîçíà÷íî � òîé ñàìèé ãðàô ìîæå ìàòè ðiçíi îði¹íòàöi¨.) Îñü ïiäëåãëi
ãðàôè îðãðàôiâ (1.1) òà (1.2):
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Çâåðíiòü óâàãó, ùî ïiäëåãëèé ãðàô ïðîñòîãî îðãðàôà (1.2) íå ¹ ïðîñòèì:
ñòðiëêè σ, τ , ÿêi íå áóëè êðàòíèìè, ñòàëè êðàòíèìè ðåáðàìè.

Iíêîëè çðó÷íî çà íåîði¹íòîâàíèì ãðàôîì Γ ïîáóäóâàòè iíøèé îði¹í-
òîâàíèé ãðàô Γ̂, ÿêèé çâåòüñÿ áiîði¹íòàöi¹þ ãðàôà Γ. Âií ìà¹ òi ñàìi
âåðøèíè, àëå êîæíîìó ðåáðó α ãðàôà Γ ç εα = { a, b }, ÿêå íå ¹ ïåòëåþ,
âiäïîâiäàþòü äâi ñòðiëêè α+, α− ãðàôà Γ̂, îäíà ç ÿêèõ � ç âåðøèíè a äî
âåðøèíè b, à äðóãà íàâïàêè. ßêùî α ïåòëÿ, ¨é âiäïîâiäà¹ îäíà ñòðiëêà
� ïåòëÿ â òié ñàìié òî÷öi. Îñü ïðèêëàä ãðàôà òà éîãî áiîði¹íòàöi¨:
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ßêùî íà ìíîæèíi M çàäàíî äâîìiñíå âiäíîøåííÿ R, çà íèì ìîæíà
ïîáóäóâàòè îðãðàô Γ = Γ(R), ÿêèé çâåòüñÿ ãðàôîì âiäíîøåííÿ R. Âåð-
øèíè öüîãî ãðàôà � öå åëåìåíòè ìíîæèíè M , à ñòðiëêè çíàõîäÿòüñÿ ó
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ïàðàìè (a, b) ∈ R: êîæíié òàêié ïàði
âiäïîâiäà¹ ñòðiëêà ç ïî÷àòêîì a òà êiíöåì b. Î÷åâèäíî, öåé ãðàô íå ìà¹
êðàòíèõ ðåáåð, àëå ìîæå ìàòè ïåòëi.

Àíàëîãi÷íî, çà êîæíèì ñèìåòðè÷íèì âiäíîøåííÿì S ⊆ M2 ìîæíà
ïîáóäóâàòè íåîði¹íòîâàíèé ãðàô. Éîãî âåðøèíè, çíîâ-òàêè, çáiãàþòüñÿ
ç åëåìåíòàìèM , ïðè÷îìó êðàòíèõ ðåáåð íåìà¹, à ðåáðî ìiæ âåðøèíàìè
a òà b iñíó¹ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (a, b) ∈ S (àáî, ùî òå ñàìå, (b, a) ∈ S).

ßêùî âiäíîøåííÿ R ðåôëåêñèâíå, éîãî çäåáiëüøîãî çîáðàæàþòü ïðî-
ñòèì îðãðàôîì, âèëó÷èâøè ç ãðàôà Γ(R) âñi ïåòëi. Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ
ñèìåòðè÷íèõ ðåôëåêñèâíèõ âiäíîøåíü: ¨õ çîáðàæàþòü ïðîñòèìè (íåîði-
¹íòîâàíèìè) ãðàôàìè.

Ñêií÷åííi ãðàôè iíêîëè çðó÷íî çàäàâàòè ìàòðèöÿìè. Iñíó¹ äâà âàði-
àíòè òàêîãî çàäàâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.1.3. Íåõàé Γ� äåÿêèé îðãðàô;VerΓ = { v1, v2, . . . , vm },
Arr Γ = {α1, α2, . . . , αn }.

1. Ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi îðãðàôà Γ çâåòüñÿm×m ìàòðèöÿA(Γ) =
(aij), äå aij � êiëüêiñòü ñòðiëîê ç ïî÷àòêîì vj i êiíöåì vi.

2. Ìàòðèöåþ ñóìiæíîñòi M(Γ) íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà Γ çâåòüñÿ
ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi M(Γ̂) éîãî áiîði¹íòàöi¨.

3. Ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi îðãðàôà Γ, ÿêèé íå ìà¹ ïåòåëü, çâå-
òüñÿ m× n ìàòðèöÿ I(Γ) = (eij), äå

eij =


1, ÿêùî ε0αj = vi,

−1, ÿêùî ε1αj = vi,

0 iíàêøå.

4. Ìàòðèöåþ iíöèäåíòíîñòi íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôà Γ (ìîæëèâî, ç
ïåòëÿìè) çâåòüñÿ m× n ìàòðèöÿ I(Γ) = (dij), äå

dij =

{
1, ÿêùî vi ∈ εαj ,

0 iíàêøå.

Î÷åâèäíî, i ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi, i ìàòðèöÿ iíöèäåíòíîñòi ïîâíiñòþ âè-
çíà÷àþòü ãðàô, ç òî÷íiñòþ äî íàçâ éîãî âåðøèí òà ðåáåð.

ßê çàâæäè, âàæëèâèìè ïîíÿòòÿìè òåîði¨ ãðàôiâ ¹ ïîíÿòòÿ içîìîðôi-
çìó òà ãîìîìîðôiçìó.

Îçíà÷åííÿ 3.1.4. 1. Ãîìîìîðôiçìîì φ : Γ → ∆ îðãðàôà Γ â
îðãðàô ∆ çâåòüñÿ ïàðà âiäîáðàæåíü φ = (φ0, φ1), äå φ0 : Ver Γ →
Ver∆, φ1 : Arr Γ → Arr∆, ïðè÷îìó ε0φ1(α) = φ0(ε0α) i ε1φ1(α) =
φ0(ε1α) äëÿ êîæíî¨ ñòðiëêè α ∈ Arr Γ. (Êàæó÷è ñëîâàìè, öi âiä-
îáðàæåííÿ çáåðiãàþòü ïî÷àòêè é êiíöi âñiõ ñòðiëîê.)

2. ßêùî Γ i ∆ � íåîði¹íòîâàíi ãðàôè, ãîìîìîðôiçìîì φ : Γ →
∆ çâåòüñÿ òàêà ïàðà âiäîáðàæåíü φ = (φ0, φ1), φ0 : Ver Γ →
Ver∆, φ1 : Ed Γ → Ed∆, ùî êîëè εα = { a, b }, òî εφ1(α) =
{φ0(a), φ0(b) }.
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3. ßêùî â ãîìîìîðôiçìi φ = (φ0, φ1) îáèäâà âiäîáðàæåííÿ φ0, φ1

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi, êàæóòü, ùî φ � içîìîðôiçì ãðàôà Γ íà ãðàô
∆. ßêùî òàêèé içîìîðôiçì iñíó¹, êàæóòü, ùî ãðàôè Γ i ∆ içî-
ìîðôíi, i ïèøóòü Γ ' ∆.

ßê i â iíøèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè, â òåîði¨ ãðàôiâ äóæå ÷àñòî íå
ðîçðiçíÿþòü içîìîðôíi ãðàôè, îñêiëüêè âîíè ìàþòü àáñîëþòíî îäíàêîâi
âëàñòèâîñòi (ÿê ãðàôè).

Íàäàëi, ðîçãëÿäàþ÷è ãîìîìîðôiçì ãðàôiâ φ, ìè ÷àñòî îïóñêàòèìåìî
iíäåêñè ïðè φ0 òà φ1, òîáòî ïèñàòèìåìî φ(a) i äëÿ âåðøèí, i äëÿ ðåáåð
ãðàôà Γ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ öiëêîì î÷åâèäíå, i éîãî äîâåäåííÿ ìè çàëèøà-
¹ìî ÷èòà÷åâi.

Òâåðäæåííÿ 3.1.5. Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ðiâíîñèëüíi:

1. Ãðàôè Γ i ∆ içîìîðôíi.
2. Ìàòðèöþ iíöèäåíòíîñòi I(∆) ìîæíà îäåðæàòè ç ìàòðèöi ií-

öèäåíòíîñòi I(Γ) äåÿêèìè ïåðåñòàíîâêàìè ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ.
3. Ìàòðèöþ ñóìiæíîñòi A(∆) ìîæíà îäåðæàòè ç ìàòðèöi ñó-

ìiæíîñòi A(Γ) îäíî÷àñíîþ ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ.
(Îäíî÷àñíîþ îçíà÷à¹, ùî, êîëè ìè ïåðåñòàâëÿ¹ìî i-é ðÿäîê íà j-å
ìiñöå, ìè ìóñèìî òàêîæ ïåðåñòàâèòè i-é ñòîâï÷èê íà j-å ìiñöå.)

Ç êîæíîãî îðãðàôà Γ ìîæíà óòâîðèòè îáåðíåíèé îðãðàô Γ◦. Âií ìà¹
òi ñàìi ìíîæèíè âåðøèí òà ñòðiëîê, àëå öi ñòðiëêè çìiíþþòü îði¹íòàöiþ
(àáî âiäîáðàæåííÿ ε0 òà ε1 ¾ìiíÿþòüñÿ ìiñöÿìè¿): âåðøèíà, ÿêà áóëà
ïî÷àòêîì ñòðiëêè, ñòà¹ ¨¨ êiíöåì i íàâïàêè. Íà ìîâi ìàòðèöü öå îçíà÷à¹,
ùî A(Γ◦) = A(Γ)> (òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ), à I(Γ◦) = −I(Γ). ßêùî Γ
� ãðàô âiäíîøåííÿ R, òî Γ◦ � ãðàô îáåðíåíîãî âiäíîøåííÿ R−1.

Îçíà÷åííÿ 3.1.6. 1. Ïiäãðàôîì îðãðàôà Γ çâåòüñÿ òàêèé îð-
ãðàô Γ′, ùî VerΓ′ ⊆ VerΓ, Arr Γ′ ⊆ Arr Γ, ïðè÷îìó ïî÷àòêè é
êiíöi âñiõ ñòðiëîê ó ãðàôi Γ′ � òi ñàìi, ùî é ó ãðàôi Γ. (Çîêðåìà,
ÿêùî α ∈ Arr Γ′, òî é εiα ∈ VerΓ′ (i = 0, 1).)

2. ßêùî Γ � íåîði¹íòîâàíèé ãðàô, éîãî ïiäãðàôîì çâåòüñÿ òàêèé
(íåîði¹íòîâàíèé) ãðàô Γ′, ùî VerΓ′ ⊆ VerΓ, EdΓ′ ⊆ EdΓ, ïðè÷î-
ìó êiíöi âñiõ ðåáåð ó ãðàôi Γ′ � òi ñàìi, ùî é ó ãðàôi Γ. (Çîêðåìà,
ÿêùî α ∈ EdΓ′, òî εα ⊆ VerΓ′.)

3. Ïiäãðàô Γ′ çâåòüñÿ ïîâíèì, ÿêùî êîæíà ñòðiëêà (ðåáðî) α òà-
êà, ùî εα ⊆ VerΓ′, íàëåæèòü Arr Γ′ (âiäïîâiäíî, EdΓ′). Ó öüîìó
âèïàäêó ìè áóäåìî ïèñàòè Γ′ ⊆ Γ.

4. Äîïîâíåííÿì ïiäãðàôà Γ′ ⊆ Γ çâåòüñÿ íàéìåíøèé ïiäãðàô {Γ′ ç
óñiõ òàêèõ ïiäãðàôiâ Γ′′ ⊆ Γ, ùî Arr Γ′′ = { Arr Γ i VerΓ′′∪VerΓ′ =
VerΓ.

Iíøèìè ñëîâàìè, ñòðiëêè (ðåáðà) ãðàôà {Γ′ � öå òi ñòðiëêè
(ðåáðà) ãðàôà Γ, ÿêi íå íàëåæàòü äî ïiäãðàôà Γ′, à âåðøèíà a ∈
VerΓ íàëåæèòü {Γ′ ó äâîõ âèïàäêàõ: ÿêùî âîíà íå íàëåæèòü Γ′

àáî ÿêùî âîíà iíöèäåíòíà ñòðiëöi (ðåáðó), ÿêå íå íàëåæèòü Γ′.
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Îñü ïðèêëàäè ïîâíîãî é íåïîâíîãî ïiäãðàôiâ ãðàôà (1.1) (ç îäíàêî-
âîþ ìíîæèíîþ âåðøèí):
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Çâåðíiòü óâàãó, ùî öi äîïîâíåííÿ ìàþòü ðiçíi ìíîæèíè âåðøèí.
ßêùî Γ′ i Γ′′ � ïiäãðàôè Γ, âèçíà÷åíi ¨õ îá'¹äíàííÿ Γ′ ∪ Γ′′ òà ïåðå-

òèí Γ′ ∩ Γ′′: òðåáà âçÿòè, âiäïîâiäíî, îá'¹äíàííÿ ÷è ïåðåòèí ïiäìíîæèí
âåðøèí òà ïiäìíîæèí ñòðiëîê (àáî ðåáåð).

ßêùî Γ′ òà Γ′′ � òàêi ïiäãðàôè ãðàôà Γ, ùî Γ′ ∪ Γ′′ = Γ, à Γ′ ∩ Γ′′ =
∅, êàæóòü, ùî ãðàô Γ ¹ ïðÿìèì (àáî íåçâ'ÿçíèì) îá'¹äíàííÿì ñâî¨õ
ïiäãðàôiâ Γ′ òà Γ′′. (Ïiä ïîðîæíiì ãðàôîì ∅ ìè ðîçóìi¹ìî òàêèé, ó
ÿêîãî ìíîæèíà âåðøèí ïîðîæíÿ. Çâè÷àéíî, òîäi é ìíîæèíà ñòðiëîê àáî
ðåáåð òåæ ìà¹ áóòè ïîðîæíüîþ.)

Íàðåøòi, äëÿ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ïðÿìîãî (àáî
äåêàðòîâà) äîáóòêó.

Îçíà÷åííÿ 3.1.7. Ïðÿìèì äîáóòêîì îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ Γ i ∆ çâå-
òüñÿ ãðàô Γ×∆ çi ìíîæèíîþ âåðøèí VerΓ×Ver∆ i ìíîæèíîþ ñòðiëîê
Arr Γ×Arr∆, â ÿêîìó εi(α, β) = (εiα, εiβ) (i = 0, 1).

Íàïðèêëàä, ïðÿìèì äîáóòêîì ãðàôiâ 1 → 2 → 3 òà 1 � 2 ¹ ãðàô

(1, 1)
))RRRRRR (2, 1)

))SSSSSS (3, 1)

(1, 2)

55llllll
(2, 2)

55kkkkkk
(3, 2) .

Çàóâàæèìî, ùî êîëè Γ � ãðàô âiäíîøåííÿ R, à ∆ � ãðàô âiäíîøåííÿ
S, òî ãðàô Γ×∆ ¹ ãðàôîì âiäíîøåííÿ R× S.

Ìè íå áóäåìî âèçíà÷àòè é ðîçãëÿäàòè ïðÿìi äîáóòêè íåîði¹íòîâàíèõ
ãðàôiâ. Ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi âèçíà÷èòè öå ïîíÿòòÿ â òàêèé ñïîñiá, ùîá,
êîëè Γ ¹ ãðàôîì ñèìåòðè÷íîãî âiäíîøåííÿ R, à ∆ � ãðàôîì ñèìåòðè-
÷íîãî âiäíîøåííiÿ S, ¨õíié ïðÿìèé äîáóòîê áóâ ãðàôîì ñèìåòðè÷íîãî
âiäíîøåííÿ R× S.

2. Øëÿõè i êîìïîíåíòè.×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ãðàôiâ

Îçíà÷åííÿ 3.2.1.

À. Íåõàé G � îði¹íòîâàíèé ãðàô.
1. Øëÿõîì ó ãðàôiG çâåòüñÿ òàêà ïîñëiäîâíiñòü p ñòðiëîê α1, α2

, . . . , αl, ùî ε1αi = ε0αi+1 äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . , l − 1.
×èñëî l = L(p) çâåòüñÿ äîâæèíîþ öüîãî øëÿõó, à âåðøèíè
ε0αi (1 ≤ i ≤) òà ε1αl � éîãî âåðøèíàìè. Òàêèé øëÿõ ÷àñòî
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çàïèñóþòü ÿê ¾äîáóòîê¿ ñòðiëîê: p = αl . . . α2α1, i êàæóòü, ùî
öå � øëÿõ ç âåðøèíè a = ε0α1 (ÿêó çâóòü ïî÷àòêîì öüîãî
øëÿõó) äî âåðøèíè b = ε1αl (ÿêó çâóòü êiíöåì öüîãî øëÿõó).
Ïèøóòü òàêîæ p : a→ b.

2. Øëÿõ αl . . . α2α1 çâåòüñÿ öèêëîì, ÿêùî éîãî ïî÷àòîê i êiíåöü
çáiãàþòüñÿ.

3. ßêùî p = αl . . . α2α1 � øëÿõ ç âåðøèíè a äî âåðøèíè b, à q =
βk . . . β2β1 �øëÿõ ç âåðøèíè b äî âåðøèíè c, ¨õíüîþ êîìïîçè-
öi¹þ (àáî äîáóòêîì) çâåòüñÿ øëÿõ qp = βk . . . β2β1αl . . . α2α1

(ç âåðøèíè a äî âåðøèíè c).
4. ßêùî a = b àáî iñíó¹ øëÿõ ç a äî b, ìè ïèñàòèìåìî a ; b i

êàçàòèìåìî, ùî âåðøèíà b ñëiäó¹ çà âåðøèíîþ a ó ãðàôi Γ.
Á. Íåõàé G � íåîði¹íòîâàíèé ãðàô.

1. Øëÿõîì ó ãðàôi G çâåòüñÿ òàêà ïîñëiäîâíiñòü p ðåáåð α1, α2

, . . . , αl òà âåðøèí a0, a1, . . . , al, ùî ai ∈ εαi ∪ εαi+1 äëÿ êî-
æíîãî i = 1, 2, . . . , l − 1. ×èñëî l = L(p) çâåòüñÿ äîâæèíîþ
öüîãî øëÿõó, à âåðøèíè a0, a1, . . . , al � éîãî âåðøèíàìè. Òà-
êèé øëÿõ ÷àñòî çàïèñóþòü ÿê p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0, i
êàæóòü, ùî öå � øëÿõ ç âåðøèíè a = a0, ÿêó çâóòü ïî÷à-
òêîì øëÿõó p, äî âåðøèíè b = al, ÿêó çâóòü êiíöåì öüîãî
øëÿõó. Ïèøóòü òàêîæ p : a0 → al.

2. Øëÿõ çâåòüñÿ öèêëîì, ÿêùî îáèäâà éîãî êiíöi çáiãàþòüñÿ.
3. Øëÿõ p◦ = a0α1a1α2a2 . . . al−1αlal çâåòüñÿ îáåðíåíèì (àáî

ïðîòèëåæíèì) äî øëÿõó p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0. (ßêùî
p : a → b, òî p◦ : b → a. Äîñèòü ÷àñòî öi øëÿõè îòîòîæíþþ-
òüñÿ, àëå öå íå çàâæäè çðó÷íî i ìè öüîãî íå ðîáèòèìåìî.)

4. ßêùî p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 � øëÿõ ç âåðøèíè a = a0 äî
âåðøèíè b = al, à q = bkβkbk−1 . . . b2β2b1β1b0 � øëÿõ ç b = b0
äî c = bk, ¨õíüîþ êîìïîçèöi¹þ (àáî äîáóòêîì) çâåòüñÿ øëÿõ
qp = cβkbk−1 . . . b1β1b αlal−1 . . . a1α1a ç âåðøèíè a äî âåðøèíè
c.

5. ßêùî a = b àáî iñíó¹ øëÿõ ç a äî b, ìè ïèñàòèìåìî a ! b i
êàçàòèìåìî, ùî öi âåðøèíè ñïîëó÷åíi ó ãðàôi Γ.

6. Äîðîãîþ (àáî ìàðøðóòîì) â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi çâåòüñÿ
øëÿõ ó ïiäëåãëîìó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi. Âåðøèíè îði¹íî-
òîâàíîãî ãðàôà çâóòüñÿ ñïîëó÷åíèìè, ÿêùî âîíè ñïîëó÷åíi â
ïiäëåãëîìó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi.

Â. Ãðàô çâåòüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî êîæíi äâi éîãî âåðøèíè ñïîëó÷åíi;
iíàêøå âií çâåòüñÿ íåçâ'ÿçíèì.

Ìàþ÷è íà óâàçi ïóíêòè À.4 òà Á.5, çðó÷íî ðîçãëÿäàòè ¾ïîðîæíi¿ øëÿõè.
Ñàìå, äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ìè ââåäåìî ïîðîæíié øëÿõ ∅a : a → a
äîâæèíè 0, â ÿêîìó íåìà¹ æîäíî¨ ñòðiëêè (ðåáðà). Ìè ââàæà¹ìî òàêîæ,
ùî ∅ap = p i q∅a = q äëÿ êîæíîãî øëÿõó p ç êiíöåì a òà êîæíîãî øëÿõó
q ç ïî÷àòêîì a. Ïiñëÿ öüîãî óìîâó ¾a = b¿ ó ïóíêòàõ À.4 òà Á.5 ìîæíà
âèïóñòèòè. (Î÷åâèäíî, ïîðîæíié øëÿõ çàâæäè ¹ öèêëîì, àëå çâè÷àéíî
öi ¾òðèâiàëüíi¿ öèêëè íå âðàõîâóþòüñÿ.)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ öiëêîì î÷åâèäíå i éîãî äîâåäåííÿ ìè çàëèøà-
¹ìî ÷èòà÷åâi.
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Îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ 3.2.2. 1. Âiäíîøåííÿ ! ¹ âiäíî-
øåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi âåðøèí ãðàôà.

2. Ïîâíèé ïiäãðàô Γ′ ⊆ Γ çâåòüñÿ çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ, àáî ïðî-
ñòî êîìïîíåíòîþ ãðàôà Γ, ÿêùî éîãî ìíîæèíà âåðøèí ¹ êëàñîì
åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî âiäíîøåííÿ !.

3. Êîæåí ãðàô ¹ ïðÿìèì (íåçâ'ÿçíèì) îá'¹äíàííÿì ñâî¨õ çâ'ÿçíèõ
êîìïîíåíò.

4. Êîæíà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ¹ ìàêñèìàëüíèì (âiäíîñíî âêëþ÷åí-
íÿ) çâ'ÿçíèì ïiäãðàôîì ãðàôà Γ.

5. Âiäíîøåííÿ ; â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi ¹ âiäíîøåííÿì êâàçiïîðÿä-
êó.

6. Âiäíîøåííÿ ; ¹ âiäíîøåíííÿì ïîðÿäêó òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
â îðãðàôi Γ íåìà¹ öèêëiâ (êðiì ïîðîæíiõ).

7. Ïîâíèé ïiäãðàô Γ′ îðãðàôà Γ çâåòüñÿ éîãî öèêëi÷íîþ êîìïîíåí-
òîþ, ÿêùî éîãî ìíîæèíà âåðøèí ¹ êëàñîì åêâiâàëåíòíîñòi âiä-
íîñíî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæåíîãî êâàçiïîðÿäêîì ;

(òîáòî âiäíîøåííÿ ¾a ; b i b ; a¿).
8. Îðãðàô çâåòüñÿ ñèëüíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî âií ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨

öèêëi÷íî¨ êîìïîíåíòè, òîáòî ç êîæíî¨ âåðøèíè öüîãî ãðàôà iñíó¹
øëÿõ â êîæíó iíøó âåðøèíó.

Íàäàëi ìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç νv(Γ) êiëüêiñòü âåðøèí, ÷åðåç νe(Γ)
� êiëüêiñòü ñòðiëîê (àáî ðåáåð) ó ãðàôi Γ, à ÷åðåç νc(Γ) êiëüêiñòü éîãî
çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò.

Òåîðåìà 3.2.3. Íåõàé Γ � ïðîñòèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô (òîáòî,
áåç ïåòåëü i êðàòíèõ ðåáåð). Òîäi

νe(Γ) ≥ 1
2
(
νv(Γ)− νc(Γ)

)(
νv(Γ)− νc(Γ) + 1

)
.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îäíà êîìïîíåíòà Γ ¹
ïîâíèì ãðàôîì, à à âñi iíøi ìiñòÿòü ïî îäíié âåðøèíi.

Äîâåäåííÿ. Ïîâíèé ãðàô ç n âåðøèíàìè ìà¹ n(n−1)/2 ðåáåð. Çâiä-
ñè ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî â îïèñàíîìó âèïàäêó, äiéñíî νe = (νv − νc)(νv −
νc +1)/2. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî m > 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ m ìà¹ ìiñöå
î÷åâèäíà íåðiâíiñòü

n(n− 1)
2

+
m(m− 1)

2
<

(n+ 1)n
2

+
(m− 1)(m− 2)

2
.

Çðîáèìî ç ãðàôîì Γ òàêi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íå çìiíþþòü ÷èñëî âåðøèí
i êîìïîíåíò.

1. Çàìiíèìî êîæíó êîìïîíåíòó ïîâíèì ãðàôîì ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ
âåðøèí. (Ïðè öüîìó êiëüêiñòü ðåáåð ìîæå ëèøå çáiëüøèòèñü.)

2. Íåõàé òåïåð êîìïîíåíòà Γ1 ìà¹ íàéáiëüøó êiëüêiñòü âåðøèí n.
ßêùî ÿêàñü êîìïîíåíòà Γ2 ìà¹ m > 1 âåðøèí, çàìiíèìè ïàðó
êîìïîíåíò Γ1,Γ2 ïîâíèìè ãðàôàìè, ÿêi ìàþòü, âiäïîâiäíî, n+ 1
òà m− 1 âåðøèíó.

3. Áóäåìî ïîâòîðþâàòè ïóíêò 2, äîêè âñi êîìïîíåíòè, êðiì îäíi¹¨,
íà ìiñòèòèìóòü ïî îäíié âåðøèíi.
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Êîæíà ïðîöåäóðà âèãëÿäó 2 çáiëüøó¹ ÷èñëî ðåáåð. Î÷åâèäíî, ç öüîãî
âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Íàñëiäîê 3.2.4. ßêùî â íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi áåç ïåòåëü i êðà-
òíèõ ðåáåð νe > (νv − 1)(νv − 2)/2, òî âií ¹ çâÿçíèì.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé çâ'ÿçíèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô Γ. Âiäñòàííþ
ìiæ âåðøèíàìè a, b ãðàôà Γ (àáî äîâiëüíî¨ éîãî îði¹íòàöi¨) çâåòüñÿ íàé-
ìåíøà ìîæëèâà äîâæèíà øëÿõó ç âåðøèíè a äî âåðøèíè b; âîíà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ d(a, b), àáî dΓ(a, b), ÿêùî òðåáà ÿâíî âêàçàòè ãðàô Γ. Íàñòóïíi
âëàñòèâñòi î÷åâèäíi:

• d(a, a) = 0;
• ÿêùî b 6= a, òî d(a, b) > 0;
• d(a, b) = d(b, a);
• d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) (¾íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà¿.

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiÿ d(a, b) ¹ ìåòðèêîþ íà ìíîæèíi âåðøèí ãðàôà.
Äiàìåòðîì ãðàôà Γ çâåòüñÿ sup { d(a, b) | a, b ∈ VerΓ }.

Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ Γ ïîêëàäåìî r(a) = sup { d(a, b) | b ∈ VerΓ }
i âèçíà÷èìî ðàäióñ ãðàôà Γ ÿê ÷èñëî r(Γ) = sup { r(a) | a ∈ VerΓ }. ßêùî
r(Γ) < ∞ (íàïðèêëàä, ÿêùî ãðàô ñêií÷åííèé), êîæíà âåðøèíà a, äëÿ
ÿêî¨ r(a) = r(Γ) çâåòüñÿ öåíòðîì ãðàôà Γ. Çàóâàæèìî, ùî ãðàô ìîæå
ìàòè êiëüêà öåíòðiâ. Íàïðèêëàä, ãðàô a− b− c−d ìà¹ öåíòðè b i c (éîãî
ðàäióñ äîðiâíþ¹ 2). Î÷åâèäíî d(Γ) ≤ 2r(Γ).

ßêùî âiäñòàíü, ðàäióñ òà äiàìåòð âèìiðþþòü íàéêîðîòøi øëÿõè,
iñíóþòü ¨õíi àíàëîãè, ÿêi âèìiðþþòü íàéäîâøi øëÿõè. Çâè÷àéíî, øëÿõè
ìîæíà ¾íàðîùóâàòè¿, ïîâòîðþþ÷è ðåáðà i âñòàâëÿþ÷è öèêëè. Òîìó ìè
ââåäåìî òàêi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.5. 1. Øëÿõ alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 çâåòüñÿ ïðî-
ñòèì øëÿõîì, ÿêùî âñi éîãî âåðøèíè a0, a1, . . . , al ðiçíi.

2. Öèêë alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 çâåòüñÿ ïðîñòèì öèêëîì, ÿêùî âñi
éîãî âåðøèíè a1, a2, . . . , al ðiçíi. (Íàãàäà¹ìî, ùî â öèêëi çàâæäè
al = a0, òîáòî âií íiêîëè íå ¹ ïðîñòèì øëÿõîì).

Î÷åâèäíî, ó çâ'ÿçíîìó ãðàôi ìiæ êîæíèìè äâîìà âåðøèíàìè iñíó¹
ïðîñòèé øëÿõ. Ðîçìàõîì (àáî ïðîòÿæíiñòþ) ìiæ âåðøèíàìè a i b çâå-
òüñÿ

L(a, b) = sup {L(p) | p : a→ b � ïðîñòèé øëÿõ } .
Ðîçìàõîì ãðàôà Γ çâåòüñÿ L(Γ) = sup {L(a, b) | a, b ∈ VerΓ }. Ãëèáèíîþ
âåðøèíè a íàçâåìî e(a) = sup {L(a, b) | b ∈ VerΓ }. Íàðåøòi, ãëèáèíîþ
ãðàôà Γ íàçâåìî e(Γ) = sup { e(a) | a ∈ VerΓ }.

Iíøèé âàæëèâèé iíâàðiàíò ãðàôà ïîâ'ÿçàíèé çi ñòåïåíÿìè âåðøèí.

Îçíà÷åííÿ 3.2.6. À. Íåõàé Γ � íåîði¹íòîâàíèé ãðàô.
1. Êàæóòü, ùî ãðàô Γ ëîêàëüíî ñêií÷åííèé, ÿêùî êîæíà éîãî

âåðøèíà a iíöèäåíòíà ëèøå ñêií÷åííié êiëüêîñòi ðåáåð.
2. Ñòåïiíü âåðøèíè a âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ÷èñëî ρ(a) = k + l, äå
k � çàãàëüíà êiëüêiñòü ðåáåð, iíöèäåíòíèõ âåðøèíi a, à l �
êiëüêiñòü ïåòåëü ïðè öié âåðøèíi. (Îòæå, êîæíà ïåòëÿ òóò
ðàõó¹òüñÿ äâi÷i � i â k, i â l.)
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3. Âåðøèíà a çâåòüñÿ ïàðíîþ (íåïàðíîþ), ÿêùî òàêèì ¹ ÷èñëî
ρ(a).

4. Ñòåïiíü ãðàôà Γ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ρ(Γ) = sup { ρ(a) | a ∈ VerΓ }.
5. Ãðàô Γ çâåòüñÿ îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ ρ, ÿêùî ρ(a) = ρ äëÿ

êîæíî¨ éîãî âåðøèíè ρ.
Á. Íåõàé Γ � îði¹íòîâàíèé ãðàô.

1. Êàæóòü, ùî ãðàô Γ ëîêàëüíî ñêií÷åííèé, ÿêùî òàêèì ¹ éîãî
ïiäëåãëèé íåîði¹íòîâàíèé ãðàô.

2. Äîäàòíié (âiä'¹ìíèé) ñòåïiíü âåðøèíè a âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
÷èñëî ρ+(a) = # {α ∈ Arr Γ | ε0α = a } (âiäïîâiäíî, ρ−(a) =
# {α ∈ Arr Γ | ε1α = a }.

3. Äîäàòíié òà âiä'¹ìíèé ñòåïåíi ãðàôà Γ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê
ρ±(Γ) = sup { ρ±(a) | a ∈ VerΓ }.

Çàóâàæèìî, ùî öi îçíà÷åííÿ óçãîäæåíî òàê, ùî ρ(a) = ρ+(a) + ρ−(a), äå
ρ± âèçíà÷àþòüñÿ â îði¹íòîâàíîìó, à ρ � ó ïiäëåãëîìó íåîði¹íòîâàíîìó
ãðàôi.

Òâåðäæåííÿ 3.2.7. 1. Ó ñêií÷åííîìó îði¹íòîâàíîìó ãðàôi Γ

νe(Γ) =
∑

a∈VerΓ

ρ+(a) =
∑

a∈VerΓ

ρ−(a).

2. Ó ñêií÷åííîìó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi Γ

2νe(Γ) =
∑

a∈VerΓ

ρ(a).

Çîêðåìà, ÿêùî ãðàô Γ � îäíîðiäíèé ñòåïåíÿ ρ, òî 2νe(Γ) = ρνv(Γ).

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. �

Íàñëiäîê 3.2.8. Ó ñêií÷åííîìó íåîði¹íòîâàíîìó ãðàôi êiëüêiñòü
íåïàðíèõ âåðøèí çàâæäè ïàðíà.

Âiäçíà÷èìî ùå îäíå ñïiââiäíîøåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2.9. Íåõàé Γ � ñêií÷åííèé çâ'ÿçíèé íåîði¹íòîâàíèé
ãðàô ðàäióñó r i ñòåïåíÿ ρ. Òîäi

νv(Γ) ≤ ρr+1 − 1
ρ− 1

,

ïðè÷îìó, ÿêùî r > 1, öÿ íåðiâíiñòü ñòðîãà.

Äîâåäåííÿ. Ôiêñó¹ìî ÿêèéñü öåíòð c ãðàôà Γ i ïîçíà÷èìî Vm =
{ a ∈ VerΓ | d(c, a) = m }, nm = #(Vm). Òîäi VerΓ = ∪r

m=0Vm � ðîçáèò-
òÿ ìíîæèíè âåðøèí, òîáòî νv =

∑r
m=0 nm. Ç óñiõ âåðøèí ìíîæèíè Vm

âèõîäèòü ùîíàéáiëüøå ρnm ðåáåð. Àëå ÿñíî, ùî êîæíà âåðøèíà ìíî-
æèíè Vm+1 ìà¹ áóòè iíöèäåíòíà ïðèíàéìíi îäíîìó ç öèõ ðåáåð. Òîìó
nm+1 ≤ ρnm; áiëüø òîãî, ÿêùî m > 0, nm+1 < ρnm: àäæå ÿêiñü ç öèõ ðå-
áåð ìóñÿòü ìàòè êiíöi ó Vm−1. Îñêiëüêè v0 = 1, çâiäñè vm ≤ ρm, ïðè÷îìó
vm < ρm ïðè m > 1. Îòæå

νv ≤ 1 + ρ+ ρ2 + · · ·+ ρr =
ρr+1 − 1
ρ− 1

,

ïðè÷îìó ïðè r > 1 öÿ íåðiâíiñòü ñòðîãà. �
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3. Îéëåðîâi òà ãàìiëüòîíîâi ãðàôè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ââàæà¹ìî âñi ãðàôè íåîði¹íòîâàíèìè i çâ'ÿ-
çíèìè.

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. 1. Øëÿõ p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 çâåòüñÿ
îéëåðîâèì, ÿêùî âñi ðåáðà α1, α2, . . . , αl ðiçíi. ßêùî, îïði÷ òîãî,
p ¹ öèêëîì, âií çâåòüñÿ îéëåðîâèì öèêëîì.

2. Îéëåðîâèì ÷èñëîì eul(Γ) ãðàôà Γ çâåòüñÿ íàéìåíøå ìîæëèâå ÷è-
ñëî m, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ m òàêèõ îéëåðîâèõ øëÿõiâ ó öüîìó ãðàôi,
ùî êîæíå ðåáðî ç EdΓ íàëåæèòü òî÷íî îäíîìó ç öèõ øëÿõiâ.
Òàêèé íàáið îéëåðîâèõ øëÿõiâ íàçâåìî îéëåðîâèì ïîêðèòòÿì
ãðàôà Γ.

3. Ãðàô Γ çâåòüñÿ îéëåðîâèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ îéëåðiâ öèêë,
ÿêèé ìiñòèòü âñi ðåáðà öüîãî ãðàôà. Òàêèé öèêë ìè áóäåìî çâàòè
ïîâíèì îéëåðîâèì öèêëîì.

Òàêi ãðàôè âïåðøå ðîçãëÿíóâ ó 1736 Îéëåð ó çâi'ÿçêó ç çàäà÷åþ ïðî
Êåíiãñáåðçüêi ìîñòè. Éîìó æ íàëåæèòü íàñòóïíèé êðàñèâèé êðèòåðié.

Òåîðåìà 3.3.2 (Êðèòåðié Îéëåðà). Çâ'ÿçíèé ãðàô ¹ îéëåðîâèì òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè âñi éîãî âåðøèíè ïàðíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 �
ïîâíèé îéëåðiâ öèêë, a � äîâiëüíà âåðøèíà ãðàôà Γ i 0 ≤ j1 < j2 <
· · · < jn < l � óñi òàêi (ðiçíi) íîìåðè, ùî aji = a. ßêùî l1 = 0, ïîçíà÷èìî
α0 = αl. Òîäi âñi ðåáðà αji , αji+1 iíöèäåíòíi âåðøèíi a é iíøèõ ðåáåð,
ÿêi áóëè á iíöèäåíòíèìè öié âåðøèíi, íåìà¹. ßêùî ÿêåñü ç öèõ ðåáåð
¹ ïåòëåþ, âîíî â öüîìó ïåðåëiêó çóñòðiíåòüñÿ äâi÷i, òàê ñàìî, ÿê ïðè
ïiäðàõóíêó ñòåïåíÿ âåðøèíè a. Óñi iíøi ðåáðà, ÿêi iíöèäåíòíi a, â öüîìó
ïåðåëiêó çóñòði÷àþòüñÿ ïî îäíîìó ðàçó. Îòæå, ρ(a) = 2n i âåðøèíà a
ïàðíà.

Äîñòàòíiñòü. Ñåðåä óñiõ îéëåðîâèõ øëÿõiâ ó ãðàôi Γ ðîçãëÿíåìî
øëÿõ p = alαlal−1 . . . a2α2a1α1a0 íàéáiëüøî¨ äîâæèíè l. Òîäi, çîêðåìà,
êîæíå ðåáðî, ÿêå iíöèäåíòíå âåðøèíi a0 ìóñèòü âõîäèòè äî öüîãî øëÿõó:
iíàêøå éîãî ìîæíà ïîäîâæèòè. ßêùî a0 6= al, òîé ñàìèé ïiäðàõóíîê, ùî
é âèùå, ïîêàçó¹, ùî êîëè 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jn < l � óñi òàêi (ðiçíi)
íîìåðè, ùî aji = a, òî ρ(a) = 2n + 1, ùî íåìîæëèâî. Îòæå, p � öå
öèêë. Àëå â öèêëi âñi âåðøèíè ðiâíîïðàâíi. Òîìó êîæíå ðåáðî ãðàôà
Γ, iíöèäåíòíå ÿêiéñü iç âåðøèí a1, a2, . . . , an, íàëåæèòü äî p. Îñêiëüêè
ãðàô çâ'ÿçíèé, ó íüîìó íå ìîæå áóòè iíøèõ âåðøèí. Îòæå, p � ïîâíèé
îéëåðiâ öèêë. �

Íàñëiäîê 3.3.3. ßêùî çâ'ÿçíèé ãðàô Γ ìiñòèòü íåïàðíi âåðøèíè i
¨õ êiëüêiñòü äîðiíþ¹ 2n (íàãàäà¹ìî, ùî âîíà çàâæäè ïàðíà, äèâ. íàñëi-
äîê 3.2.8), òî eul(Γ) = n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p1, p2, . . . , pr � îéëåðîâå ïîêðèòòÿ ãðàôà Γ; pi :
ai → bi. Ïîçíà÷èìî ar+1 = a1. Ðîçãëÿíåìî ãðàô Γ̃ ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ
âåðøèí i ìíîæèíîþ ðåáåð EdΓ t { θ1, θ2, . . . , θr }, äå ε(θi) = { ai+1, bi }.
Ó ãðàôi Γ̃ ¹ îéëåðiâ öèêë: a1θrprθr−1 . . . θ2p2θ1p1. Òîìó âñi éîãî âåðøèíè
ïàðíi. Àëå ïàðíiñòü âåðøèíè a ó ãðàôàõ Γ òà Γ̃ òà ñàìà, êðiì, ìîæëèâî,
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âèïàäêó, êîëè a ∈ { ai, bi }. Îòæå, êiëüêiñòü íåïàðíèõ âåðøèí ó ãðàôi Γ
íå áiëüøà çà 2r, òîáòî eul(Γ) ≥ n.

Íåõàé òåïåð a1, a2, . . . , a2n � âñi íåïàðíi âåðøèíè ãðàôà Γ. Çíîâ-òàêè,
óòâîðèìî íîâèé ãðàô Γ̃ ç Ver Γ̃ = Ver Γ i Ed Γ̃ = EdΓ t { θ1, θ2, . . . , θn },
äå ε(θi) = { a2i−1, a2i }. Ó ãðàôi Γ̃ âñi âåðøèíè âæå ïàðíi, òîìó â íüîìó
¹ ïîâíèé îéëåðiâ öèêë p. Âèëó÷èìî ç p âñi ðåáðà θ1, θ2, . . . , θn. Çàëèøè-
òüñÿ, î÷åâèäíî, îéëåðîâå ïîêðèòòÿ, i âîíî ñêëàäà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå ç n
øëÿõiâ. Îòæå, eul(Γ) ≤ n i òâåðäæåííÿ äîâåäåíå. �

Iíøà çàäà÷à ïîâ'ÿçàíà ç òàê çâàíèìè ãàìiëüòîíîâèìè øëÿõàìè òà
öèêëàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.3.4. Ïðîñòèé öèêë (ïðîñòèé øëÿõ) çâåòüñÿ ãàìiëüòî-
íîâèì öèêëîì (ãàìiëüòîíîâèì øëÿõîì), ÿêùî âií ìiñòèòü âñi âåðøèíè
ãðàôà. Ãðàô çâåòüñÿ ãàìiëüòîíîâèì, ÿêùî â íüîìó ¹ ãàìiëüòîíiâ öèêë.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè alαl . . . α2a1α1al � ãàìiëüòîíiâ öèêë, òî alαl . . . α2a1

� ãàìiëüòîíiâ øëÿõ. Íàâïàêè, ÿêùî p = alαl . . . α2a1 � òàêèé ãàìiëüòîíiâ
øëÿõ, ùî âåðøèíè a1 òà al ñïîëó÷åíi ðåáðîì α1, òî p = alαl . . . α2a1α1al

� ãàìiëüòîíiâ öèêë. ßêùî l = 2, ðåáðà α1 òà α2 ¹ êðàòíèìè ðåáðàìè;
ÿêùî æ l > 2, ç óñiõ êðàòíèõ ðåáåð ìiæ ÿêèìèñü äâîìà âåðøèíàìè äî
ãàìiëüòîíîâà øëÿõó ìîæå ïîòðàïèòè ùîíàéáiëüøå îäíå. Îòæå, ãðàô,
ÿêèé ìà¹ ïðèíàéìíi 3 âåðøèíè ¹ ãàìiëüòîíîâèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
òàêèì ¹ ïðîñòèé ãðàô, îäåðæàíèé ç íüîãî âèëó÷åííÿì êðàòíèõ ðåáåð òà
ïåòåëü. Òîìó íàäàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ïðîñòi ãðàôè.

Íà âiäìiíó âiä îéëåðîâèõ ãðàôiâ, äîñi íå çíàéäåíî êðèòåði¨â òîãî, ùî
äàíèé ãðàô ¹ ãàìiëüòîíîâèì. Ìè íàâåäåìî ëèøå äåÿêi äîñòàòíi óìîâè
ãàìiëüòîíîâîñòi. Âîíè áàçóþòüñÿ íà íàñòóïíîìó ïîíÿòòi.

Îçíà÷åííÿ 3.3.5. Íåõàé p � äåÿêèé ïðîñòèé øëÿõ ó ãðàôi Γ, V �
ìíîæèíà âåðøèí öüîãî øëÿõó. Êàæóòü, ùî øëÿõ p � öèêëi÷íîãî òèïó,
ÿêùî â ãðàôi Γ iñíó¹ ïðîñòèé öèêë ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ âåðøèí (iíøè-
ìè ñëîâàìè, ÿêùî ïîâíèé ïiäãðàô ãðàôà Γ çi ìíîæèíîþ âåðøèí V ¹
ãàìiëüòîíîâèì).

Òàê áóäå, çîêðåìà, ÿêùî iñíó¹ ðåáðî, êiíöi ÿêîãî � öå ïî÷àòîê òà
êiíåöü øëÿõó p.

Òåîðåìà 3.3.6. Íåõàé Γ � ïðîñòèé çâ'ÿçíèé ãðàô, L = L(Γ) �
éîãî ðîçìàõ, p = alαl . . . α2a1α1a0 � ìàêñèìàëüíèé ïðîñòèé øëÿõ ó
öüîìó ãðàôi (òîáòî òàêèé, ùî éîãî íå ìîæíà ïðîäîâæèòè äî áiëüøîãî
ïðîñòîãî øëÿõó, äîäàþ÷è íîâi ðåáðà íà ïî÷àòêó ÷è íà êiíöi).

1. ßêùî ρ(a0) + ρ(al) > l, øëÿõ p � öèêëi÷íîãî òèïó.
2. ßêùî l = L (òîáòî p � íàéäîâøèé ïðîñòèé øëÿõ) i p � öèêëi-

÷íîãî òèïó, òî p � ãàìiëüòîíiâ øëÿõ, à ãðàô Γ ãàìiëüòîíiâ.
3. ßêùî νv − 1 ≤ ρ(a)+ ρ(b) äëÿ êîæíî¨ ïàðè âåðøèí a 6= b, ó ãðàôi

Γ ¹ ãàìiëüòîíiâ øëÿõ.
4. ßêùî νv ≤ ρ(a) + ρ(b) äëÿ êîæíî¨ ïàðè âåðøèí a 6= b, ãðàô Γ

ãàìiëüòîíiâ.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîçíà÷èìî k = ρ(a0), m = ρ(al). Îñêiëüêè øëÿõ p �
ìàêñèìàëüíèé, êîæíå ðåáðî, îäíèì êiíöåì ÿêîãî ¹ a0 ÷è al ìà¹ äðóãèì
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êiíöåì îäíó ç âåðøèí øëÿõó p. ßêùî ¹ ðåáðî a ìiæ a0 òà al, äîäàâøè
éîãî äî p, îäåðæèìî ïðîñòèé öèêë ç òèìè æ âåðøèíàìè. Ïðèïóñòèìî,
ùî òàêîãî ðåáðà íåìà¹. Êðiì ðåáðà α1, ç âåðøèíè a0 âèõîäèòü k−1 ðåáåð,
i ó êîæíîãî ç íèõ äðóãèé êiíåöü íàëåæèòü ìíîæèíi { ai | 2 ≤ i ≤ l − 1 }.
ÍåõàéM = { i | 1 ≤ i ≤ l − 2 i iñíó¹ ðåáðî ìiæ a0 òà ai+1 }. Ç âåðøèíè al,
êðiì αl, âèõîäèòü m − 1 ðåáåð, êiíöi ÿêèõ íàëåæàòü { ai | 1 ≤ i ≤ l − 2 }.
Îñêiëüêè (k − 1) + (m− 1) > l− 2 çíàéäåòüñÿ ðåáðî β ç êiíöÿìè al òà ai

äëÿ äåÿêîãî i ∈M . Òîäi ¹ é ðåáðî γ ç êiíöÿìè a0 òà ai+1, i iñíó¹ ïðîñòèé
öèêë ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ âåðøèí a0α1a1 . . . αiaiβalαlal−1 . . . αi+2ai+1γa0.

2. ßêùî ÿêàñü âåðøèíà íå íàëåæèòü äî øëÿõó p, âîíà ñïîëó÷åíà
øëÿõîì ç âåðøèíàìè öüîãî øëÿõó (àäæå ãðàô çâ'ÿçíèé). Òîìó çíàéäå-
òüñÿ ðåáðî β, îäèí êiíåöü ÿêîãî a ëåæèòü íà øëÿõó p, à äðóãà éîãî
âåðøèíà b íà öüîìó øëÿõó íå ëåæèòü. Íåõàé p′ � ïðîñòèé öèêë ç òi¹þ
æ ìíîæèíîþ âåðøèí, ùî é ó øëÿõó p. Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî
p′ ïî÷èíà¹òüñÿ ç âåðøèíè a. Òîäi, äîïèñàâøè äî íüîãî íà ïî÷àòêó ðåáðî
β, ìè ïîáóäó¹ìî ïðîñòèé øëÿõ äîâæèíè L + 1, ùî íåìîæëèâî.

3. ßñíî, ùî L ≤ νv−1. Ðîçãëÿíåìî ÿêèéñü íàéäîâøèé ïðîñòèé øëÿõ
p ó ãðàôi Γ; íåõàé p : a → b. ßêùî L = νv − 1, âñi νv âåðøèí ëåæàòü íà
öüîìó øëÿõó, îòæå, p � ãàìiëüòîíiâ øëÿõ. ßêùî æ L < νv − 1, ìà¹ìî
ρ(a)+ρ(b) > L, òîìó, çãiäíî ç 1, øëÿõ p � öèêëi÷íîãî òèïó, à òîäi çãiäíî
ç 2, ãðàô Γ ãàìiëüòîíiâ.

Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ é 4. �

Íàñëiäîê 3.3.7 (Îçíàêà Ä��ðàêà). Íåõàé Γ � ïðîñòèé çâ'ÿçíèé ãðàô.

1. ßêùî ρ(a) ≥ νv/2 äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a, ãðàô Γ ãàìiëüòîíiâ.
2. ßêùî ρ(a) ≥ (νv − 1)/2 äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a, ó ãðàôi Γ ¹ ãà-

ìiëüòîíiâ øëÿõ.

4. Äåðåâà

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Íåîði¹íòîâàíèé çâ'ÿçíèé ãðàô çâåòüñÿ äåðåâîì,
ÿêùî â íüîìó íåìà¹ öèêëiâ (çîêðåìà, êðàòíèõ ðåáåð òà ïåòåëü). Îði¹íòî-
âàíèé ãðàô çâåòüñÿ (îði¹íòîâàíèì)äåðåâîì, ÿêùî òàêèì ¹ éîãî ïiäëåãëèé
íåîði¹íòîâàíèé ãðàô.

Î÷åâèäíî, ó (íåîði¹íòîâàíîìó) äåðåâi ∆ äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ âåðøèí
a, b iñíó¹ ¹äèíèé ïðîñòèé øëÿõ p : a→ b. Ôiêñó¹ìî îäíó âåðøèíó o äåðåâà
∆, ÿêó çâàòèìåìî êîðåíåì äåðåâà, i ïîçíà÷èìî, äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè
a ∈ ∆, d(a) = d(o, a). Òîäi, äëÿ êîæíîãî ðåáðà α ç êiíöÿìè a òà b, |d(a)−
d(b)| = 1. Òîìó äåðåâî ç ôiêñîâàíèì êîðåíåì (�êîðåíåâå äåðåâî�) ìà¹ äâi
ïðèðîäíi îði¹íòàöi¨: âiäêîðåíåâó, â ÿêié, äëÿ êîæíî¨ ñòðiëêè α, d(ε1α) =
d(ε0α) + 1 i äîêîðåíåâó, â ÿêié d(ε1α) = d(ε0α)− 1.

Êiíöåâîþ âåðøèíîþ çâ'ÿçíîãî ãðàôà çâåòüñÿ òàêà éîãî âåðøèíà a,
ÿêà iíöèäåíòíà ¹äèíîìó ðåáðó (òîáòî ρ(a) = 1). Êîæíå ñêií÷åííå äåðåâî,
â ÿêîìó ¹ õî÷à á äâi âåðøèíè, ìà¹ ïðèíàéìíi äâi êiíöåâi âåðøèíè (òàêèìè
áóäóòü, íàïðèêëàä, êiíöi íàéäîâøîãî ïðîñòîãî øëÿõó). ßêùî âèëó÷èòè
ç äåðåâà êiíöåâó âåðøèíó i ¹äèíå iíöèäåíòíå ¨é ðåáðî, çíîâ çàëèøèòüñÿ
äåðåâî, â ÿêîìó áóäå íà îäíó âåðøèíó é íà îäíå ðåáðî ìåíøå. Ïðîäîâ-
æóþ÷è öþ ïðîöåäóðó ìè âðåøòi ðåøò îòðèìà¹ìî ãðàô, ÿêèé ìà¹ îäíó
âåðøèíó é æîäíîãî ðåáðà. Òîìó â äåðåâi ∆ çàâæäè νv(∆) = νe(∆) + 1.
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Îçíà÷åííÿ i òåîðåìà 3.4.2. Íåõàé Γ � ñêií÷åííèé çâ'ÿçíèé ãðàô.
Öèêëîâèì ÷èñëîì ãðàôà Γ çâåòüñÿ ÷èñëî γ(Γ) = νe(Γ)− νv(Γ) + 1.

1. γ(Γ) ≥ 0, ïðè÷îìó γ(Γ) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Γ � äåðåâî.
2. γ(Γ) äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíié êiëüêîñòi ðåáåð, ÿêi ìîæíà âèëó÷èòè

ç ãðàôà Γ (íå âèëó÷àþ÷è âåðøèí) òàê, ùîá çàëèøèâñÿ çâ'ÿçíèé
ãðàô.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äîâîäèòè îáèäâà òâåðäæåííÿ îäíî÷àñíî iíäó-
êöi¹þ çà êiëüêiñòþ ðåáåð. ßêùî νe(Γ) = 0, âîíè òðèâiàëüíi. Ïðèïóñòèìî,
ùî âîíè âiðíi äëÿ âñiõ ãðàôiâ, ÿêi ìiñòÿòü ìåíøå ðåáåð, íiæ Γ. Ìè âæå
çíà¹ìî, ùî êîëè Γ � äåðåâî, òî γ(Γ) = 0. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ðåáðî α.
ßêùî éîãî ìîæíà âèëó÷èòè, i ïðè öüîìó çàëèøèòüñÿ çâ'ÿçíèé ãðàô Γ′,
òî î÷åâèäíî, ùî öå ðåáðî íàëåæèòü ÿêîìóñü öèêëó (äîäàéòå äî íüîãî
äîâiëüíèé øëÿõ, ÿêèé ñïîëó÷à¹ éîãî êiíöi â ãðàôi Γ′). Íàâïàêè, ÿêùî
âèëó÷èòè ÿêåñü ðåáðî, ÿêå íàëåæèòü öèêëó, çàëèøèòüñÿ çâ'ÿçíèé ãðàô
Γ′. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, γ′ = γ(Γ′) ≥ 0, çâiäêè γ = γ(Γ) = γ′+1 > 0.
Îòæå, îñòàííÿ íåðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå çàâæäè, êîëè Γ íå ¹ äåðåâîì. Êðiì
òîãî, ç Γ′ ìîæíà âèëó÷èòè ùîíàéáiëüøå γ′ ðåáåð òàê, ùîá çàëèøèâñÿ
çâ'ÿçíèé ãðàô. Òîìó ç Γ ìîæíà âèëó÷èòè ùîíàéáiëüøå γ ðåáåð çi çáåðå-
æåííÿì çâ'ÿçíîñòi. �

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî öåíòðè äåðåâ. Íàéïðîñòiøå äåðåâî �
öå ëàíöþã

0− 1− 2− · · · − n.

Äiàìåòð òàêîãî ëàíöþãà, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ n, à ðàäióñ [(n+1)/2]. ßêùî
n ïàðíå, âií ìà¹ ¹äèíèé öåíòð n/2; ÿêùî n íåïàðíå, öåíòðiâ äâà: (n±1)/2.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, àíàëîãi÷íî âåäóòü ñåáå öi ïàðàìåòðè i â äîâiëüíîìó äåðå-
âi. Çàóâàæèìî, ùî â äåðåâi, î÷åâèäíî, âiäñòàíü d(a, b) ìiæ âåðøèíàìè
çáiãà¹òüñÿ ç ðîçìàõîì L(a, b) ìiæ íèìè i äîðiâíþ¹ äîâæèíi ¹äèíîãî ïðî-
ñòîãî øëÿõó ìiæ a òà b. Çîêðåìà, äiàìåòð äîðiâíþ¹ íàéáiëüøié äîâæèíi
ïðîñòîãî øëÿõó.

Òåîðåìà 3.4.3. Íåõàé ∆ � äåðåâî äiàìåòðà d, p = adαd . . . α2a1α1a0

� îäèí ç éîãî íàéäîâøèõ ïðîñòèõ øëÿõiâ.

1. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî d ïàðíå: d = 2r. Òîäi
(à) Ðàäióñ ãðàôà ∆ äîðiâíþ¹ r.
(á) Âåðøèíà ar ¹ ¹äèíèì öåíòðîì ãðàôà ∆.
(â) ßêùî q = bdβd . . . β2b1β1b0 � iíøèé íàéäîâøèé ïðîñòèé øëÿõ,

òî br = ar.
2. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî d ïàðíå: d = 2r − 1. Òîäi

(à) Ðàäióñ ãðàôà ∆ äîðiâíþ¹ r.
(á) Ãðàô ∆ ìà¹ äâà öåíòðè: ar i ar−1.
(â) ßêùî q = bdβd . . . β2b1β1b0 � iíøèé íàéäîâøèé ïðîñòèé øëÿõ,

òî βr = αr.

Äîâåäåííÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 2 (d = 2r− 1); âèïàäîê 1 (d =
2r) öiëêîì àíàëîãi÷íèé (íàâiòü òðîõè ïðîñòiøèé) i ìè çàëèøà¹ìî éîãî
÷èòà÷åâi ÿê âïðàâó.

Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî d(b, ar) ≤ r i d(b, ar−1) ≤ r äëÿ êîæíî¨
âåðøèíè b. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé øëÿõ âiä a0 äî b i îñòàííþ âåðøèíó ak
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øëÿõó p, ÿêà íà íüîìó ëåæèòü. Íåõàé l = d(ak, b). Òîäi d(a0, b) = l+k ≤ d
i d(ad, b) = l + d− k ≤ d. ßêùî k ≤ r − 1, çâiäñè d(b, ar) = l + r − k ≤ r,
d(b, ar−1) = l + r − 1− k < r:

a0 . . . ak . . . ar−1 ar . . . ad

b

5u5u5u5u

ßêùî æ k ≥ r, òî d(b, ar−1) = l + k − r + 1 ≤ d − r + 1 = r, d(b, ar) =
l + k − r < r:

a0 . . . ar−1 ar . . . ak . . . ad

b

i) i) i) i)

Îòæå, r(Γ) ≤ r. Àëå d = 2r − 1 ≤ 2r(Γ), òîìó r(Γ) = r, à ar i ar−1 �
öåíòðè ãðàôà ∆.

Âiçüìåìî òåïåð çà b äîâiëüíèé öåíòð ∆. Òîäi d(a0, b) = l + k ≤ r i
d(ad, b) = l + d − k ≤ r, çâiäêè 2l ≤ 2r − d = 1, òîáòî l = 0, à òîäi
d− r ≤ k ≤ r, òîáòî k = r àáî k = r− 1. Îòæå, iíøèõ öåíòðiâ, êðiì ar òà
ar−1 ó ãðàôà ∆ íåìà¹.

Çàóâàæèìî, ùî p � öå äîâiëüíèé øëÿõ íàéáiëüøî¨ äîâæèíè. Îòæå,
ÿêùî q � iíøèé òàêèé øëÿõ, ÿê ó ïóíêòi (â), éîãî öå ñòîñó¹òüñÿ òàê
ñàìî: öåíòðàìè ãðàôà ∆ ¹ âåðøèíè br, br−1 i ëèøå âîíè. Òîìó εαr =
{ ar, ar−1 } = { br, br−1 } = εβr. Îñêiëüêè êðàòíèõ ðåáåð íåìà¹, αr = βr.

�

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ïåðåðàõóâàííÿ äåðåâ iç çàäàíîþ ìíî-
æèíîþ âåðøèí M .

Òåîðåìà 3.4.4. Iñíó¹ mm−2 ðiçíèõ äåðåâ iç çàäàíîþ ìíîæèíîþ âåð-
øèí M , ÿêà ìiñòèòü m åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Ìè ââàæàòèìåìî, ùî M = { 1, 2, . . . ,m }. Çà êîæíèì
äåðåâîì ∆ çi ìíîæèíîþ âåðøèí M ïîáóäó¹ìî âåêòîð v(∆) ∈ Mm−2,
v(∆) = (a1, a2, . . . , am−2), çà íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè:

• Çíàéäåìî íàéìåíøèé (âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ íåðiâíîñòi ÷èñåë) åëå-
ìåíò b1 ∈ M , ÿêèé ¹ êiíöåâîþ âåðøèíîþ ãðàôà ∆. Ðîçãëÿíåìî
¹äèíå ðåáðî α1, iíöèäåíòíå b1; ïîçíà÷èìî a1 éîãî äðóãèé êiíåöü.

• Ðîçãëÿíåìî ïiäãðàô ∆1 ãðàôà ∆, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ âèëó÷åííÿì
âåðøèíè b1 òà ðåáðà α1.

• Ó ãðàôi ∆1 çíîâ çíàéäåìî íàéìåíøó êiíöåâó âåðøèíó b2. Ðîçãëÿ-
íåìî iíöèäåíòíå ¨é ðåáðî α2 i ïîçíà÷èìî a2 éîãî äðóãèé êiíåöü.

• Ðîçãëäÿíåìî ïiäãðàô ∆2, îäåðæàíèé ç ∆1 âèëó÷åííÿì âåðøèíè
b2 i ðåáðà α2.

• Ïðîäîâæèìî öþ ïðîöåäóðó m− 2 ðàçè, îäåðæàâøè âåêòîð v(∆).
Çàóâàæèìî, ùî ïiñëÿ âèëó÷åííÿ bm−2 òà αm−2 çàëèøàòüñÿ äâi âåðøèíè
bm−1, am−1, ñïîëó÷åíi îñòàííiì ðåáðîì αm−1. Çâiäñè î÷åâèäíî, ùî êîëè
∆ i Γ � ðiçíi äåðåâà ç òi¹þ æ ìíîæèíîþ âåðøèí, òî v(∆) 6= v(Γ).

Íàâïàêè, çà êîæíèì âåêòîðîì a = (a1, a2, . . . , am−2) ∈ Mm−2 ïîáó-
äó¹ìî òàêå äåðåâî ∆, ùî v(∆) = a, çà ïðàâèëàìè:

• Çíàéäåìî íàéìåíøèé b1 ∈ M , âiäìiííèé âiä óñiõ ai (1 ≤ i ≤
m− 2). Ââåäåìî äî ìíîæèíè ðåáåð ðåáðî α1 ç êiíöÿìè a1 òà b1.
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• Çíàéäåìî íàéìåíøèé b2 ∈ M , âiäìiííèé âiä b1 i âiä ai ç 2 ≤ i ≤
m− 2. Ââåäåìî ðåáðî α2 ç êiíöÿìè a2 òà b2.

• Çíàéäåìî íàéìåíøèé b3 ∈ M , âiäìiííèé âiä b1, b2 i âiä ai ç 3 ≤
i ≤ m− 2. Ââåäåìî ðåáðî α3 ç êiíöÿìè b3 òà a3.

• Ïîâòîðèìî öþ ïðîöåäóðó m− 2 ðàçè. Ïiñëÿ öüîãî ââåäåìî ðåáðî
αm−1, êiíöi ÿêîãî � òi äâà åëåìåíòè ç M , ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä
óñiõ bi (1 ≤ i ≤ m− 2).

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ãðàô ∆ áåç ïåòåëü i êðàòíèõ ðåáåð, ÿêèé ìà¹
m âåðøèí i m − 1 ðåáðî. Äîâåäåìî, ùî âií çâ'ÿçíèé, iíäóêöi¹þ çà m.
ßêùî m = 2, öå î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî öå âiðíî äëÿ ìíîæèí ç
m − 1 åëåìåíòàìè. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó M1 = M \ { b1 } i âåêòîð a1 =
(a2, a3, . . . , am−2). Ãðàô, ïîáóäîâàíèé çà öèì âåêòîðîì çi ìíîæèíîþ âåð-
øèí M1, ¹ çâ'ÿçíèì (çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨). Àëå ãðàô ∆ âiäðiçíÿ-
¹òüñÿ âiä íüîãî ëèøå äîäàòêîâîþ âåðøèíîþ b1 i ðåáðîì α1 ç êiíöÿìè
b1, a1. Îñêiëüêè a1 ∈M1, ãðàô ∆ òàêîæ çâ'ÿçíèé. Çà òåîðåìîþ 3.4.2, âií
¹ äåðåâîì. Ëåãêî áà÷èòè, ùî v(∆) = a.

Îòæå, äåðåâà çi ìíîæèíîþ âåðøèí M çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç âåêòîðàìè (a1, a2, . . . , am−2) ∈ Mm−2. Îñòàííÿ
ìíîæèíà ìà¹ mm−2 åëåìåíòè, ùî é äîâîäèòü òåîðåìó. �

Äîâåäåìî ùå îäíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ñòîñó¹òüñÿ íåñêií÷åííèõ äåðåâ i
âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó áàãàòüîõ ïèòàííÿõ.

Òåîðåìà 3.4.5. Íåõàé ∆ � íåñêií÷åííå äåðåâî, â ÿêîìó ρ(a) < ∞
äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a. Òîäi â êîæíié âåðøèíi äåðåâà ∆ ïî÷èíà¹òüñÿ
ÿêèéñü íåñêií÷åííèé ïðîñòèé øëÿõ.

Äîâåäåííÿ. Ôiêñó¹ìî âåðøèíó a. Âiä íå¨ äî êîæíî¨ âåðøèíè ãðà-
ôà âåäå äåÿêèé ïðîñòèé øëÿõ. Ïåðøå ðåáðî öüîãî øëÿõó iíöèäåíòíå a
i òàêèõ ðåáåð � ñêií÷åííà êiëüêiñòü. Îòæå, ïðèíàéìíi îäíå ç íèõ ¹ ïåð-
øèì ðåáðîì øëÿõiâ, ÿêi âåäóòü äî íåñêi÷åííî¨ êiëüêîñòi âåðøèí. Íåõàé
öå ðåáðî α1 i εα1 = { a, a1 }. Òîäi ç âåðøèíè a1 ïî÷èíà¹òüñÿ íåñêií÷åííà
êiëüêiñòü ïðîñòèõ øëÿõiâ äî âåðøèí, âiäìiííèõ âiä a. Çíîâ-òàêè, çíàéäå-
òüñÿ ðåáðî α2, εα2 = { a1, a2 } (a2 6= a), ç ÿêîãî ïî÷èíà¹òüñÿ áåçëi÷ òàêèõ
øëÿõiâ. Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ âåðøèíè a2 i ò.ä. Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöå-
äóðó, ìè é îäåðæèìî íåñêií÷åííèé ïðîñòèé øëÿõ, ÿêèé ïîÿèíà¹òüñÿ ó
âåðøèíi a. �

5. Äâîäîëüíi ãðàôè

5.1. Ïàðóâàííÿ é äåôiöèòè.

Îçíà÷åííÿ 3.5.1. Äâîäîëüíèì ãðàôîì çâåòüñÿ îði¹íòîâàíèé ãðàô Γ
ðàçîì iç òàêèì (ôiêñîâàíèì) ðîçáèòòÿì ìíîæèíè éîãî âåðøèí VerΓ =
V0 t V1, ùî ε0α ∈ V0 i ε1α ∈ V1 6= ∅ äëÿ êîæíî¨ éîãî ñòðiëêè α.

Ìè áóäåìî çâàòè ìíîæèíè V0 i V1, âiäïîâiäíî, âåðõíiì òà íèæíiì
ïîâåðõàìè äâîäîëüíîãî ãðàôà.

Äîñèòü ÷àñòî ãîâîðÿòü i ïðî íåîði¹íòîâàíi äâîäîëüíi ãðàôè, òîáòî
òàêi íåîði¹íòîâàíi ãðàôè, ÿêi ìàþòü äâîäîëüíó îði¹íòàöiþ. Î÷åâèäíî,
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ÿêùî ðîçáèòòÿ âåðøèí íà âåðõíié òà íèæíié ïîâåðõè ôiêñîâàíi, öÿ îði-
¹íòàöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Òîìó íàì çäà¹òüñÿ áiëüø ïðèðîäíèì
ãîâîðèòè ïðî äâîäîëüíi ãðàôè ÿê ïðî îði¹íòîâàíi.

Îçíà÷åííÿ 3.5.2. Íåõàé Γ � äâîäîëüíèé ãðàô, V0 i V1 � éîãî âåðõ-
íié òà íèæíié ïîâåðõè.

1. Ïiäìíîæèíà ñòðiëîê P ⊆ Arr Γ çâåòüñÿ ïàðóâàííÿì, ÿêùî ε0α 6=
ε0β i ε1α 6= ε1β äëÿ êîæíèõ äâîõ ñòðiëîê α 6= β ç ïiäìíîæèíè P .

2. ßêùî P � äåÿêå ïàðóâàííÿ, ïîçíà÷èìî E0(P ) = { ε0α |α ∈ P } i
E1(P ) = { ε1α |α ∈ P }. Êàæóòü, ùî P � ïàðóâàííÿ ìiæ E0(P )
òà E1(P ), àáî ùî P � ïàðóâàííÿ äëÿ E0(P ), àáî äëÿ E1(P ).

3. Êîæíå ïàðóâàííÿ ìiæ V0 òà V1 çâåòüñÿ ïîâíèì ïàðóâàííÿì (ó
äâîäîëüíîìó ãðàôi Γ).

Çàóâàæèìî, ùî #(E0(P )) = #(E1(P )) äëÿ êîæíîãî ïàðóâàííÿ P . Çîêðå-
ìà, ÿêùî iñíó¹ ïîâíå ïàðóâàííÿ, îáîâ'ÿçêîâî #(V0) = #(V1).

Îñü ïðèêëàäè çàäà÷, ÿêi ôàêòè÷íî ¹ çàäà÷àìè ïðî iñíóâàííÿ ïàðó-
âàíü ó äâîäîëüíèõ ãðàôàõ.

1. Íà âå÷iðêó çàïðîøåíi þíàêè é äiâ÷àòà. Äåÿêi ç íèõ çíàéîìi ìiæ
ñîáîþ, äåÿêi íi. ×è ìîæíà ¨õ ðîçáèòè íà ïàðè òàê, ùîá ó êîæíó
ïàðó ïîòðàïèëè þíàê i äiâ÷èíà, çíàéîìi ìiæ ñîáîþ? (Öÿ çàäà÷à
ìà¹ áåçëi÷ âàðiàíòiâ.)

2. Çàäàíî êiëüêà ìíîæèí Ni (ÿêi ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ). ×è ìîæíà
âèáðàòè ç êîæíî¨ ç íèõ ïî åëåìåíòó òàê, ùîá óñi öi åëåìåíòè áóëè
ðiçíèìè? Òàêèé íàáið åëåìåíòiâ çâåòüñÿ ñèñòåìîþ ðiçíèõ ïðåä-
ñòàâíèêiâ äëÿ ìíîæèí Ni (Òóò ìîæíà çà V0 âçÿòè ìíîæèíó âñiõ
åëåìåíòiâ, çà V1 � ìíîæèíó ìíîæèí Ni, i ââàæàòè, ùî ñòðiëêà
a→ Ni iñíó¹, ÿêùî a ∈ Ni.)

Äîñèòü ëåãêî äàòè íåîáõiäíó óìîâó iñíóâàííÿ ïàðóâàííÿ äëÿ ïiäìíî-
æèíè A ⊆ V0 (àáî V1). Íàäàëi ìè ôiêñó¹ìî äåÿêèé ñêií÷åííèé äâîäîëü-
íèé ãðàô Γ ç âåðõíiì ïîâåðõîì V0 i íèæíiì ïîâåðõîì V1.

Îçíà÷åííÿ 3.5.3. Íåõàé A ⊆ V0.

1. Ïîçíà÷èìî A+ ìíîæèíó òèõ åëåìåíòiâ b ∈ V1, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
ñòðiëêà ç êiíöåì b i ïî÷àòêîì â A. Ïîêëàäåìî δ(A) = #(A) −
#(A+).

2. Äåôiöèòîì ïiäìíîæèíè A çâåòüñÿ ÷èñëî

δ∗(A) = max
{
δ(A′) |A′ ⊆ A

}
.

Îñêiëüêè δ(∅) = 0, çàâæäè δ∗(A) ≥ 0.
3. ßêùî δ∗(A) = 0, ïiäìíîæèíà A çâåòüñÿ áåçäåôiöèòíîþ.

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äåôiöèò ïiäìíîæèíè B ⊆ V1. (Ìíîæèíó åëå-
ìåíòiâ a ∈ V0, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñòðiëêà ç ïî÷àòêîì a i êiíöåì ó B, ïîçíà-
÷èìî B−.)

Íàì áóäóòü ïîòðiáíi òàêi âëàñòèâîñòi öèõ ïîíÿòü.

Òâåðäæåííÿ 3.5.4. 1. δ(A∪B) + δ(A∩B) ≥ δ(A) + δ(B), ïðè-
÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (A ∩B)+ =
A+ ∩B+.
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2. δ∗(A ∪B) + δ∗(A ∩B) ≥ δ∗(A) + δ∗(B).
3. ßêùî A′ � òàêà ïiäìíîæèíà â A, ùî δ(A′) = δ∗(A), òî ïiäìíî-

æèíà A′′ = A \A′ áåçäåôiöèòíà.
4. Ñåðåä ïiäìíîæèí A′ ⊆ A, äëÿ ÿêèõ δ(A′) = δ∗(A), ¹ íàéáiëüøà

é íàéìåíøà.

Äîâåäåííÿ. 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî (A∪B)+ = A+∪B+, à (A∩B)+ ⊆
A+ ∩B+. Îñêiëüêè #(A∪B) + #(A∩B) = #(A) + #(B), çâiäñè #((A∪
B)+) + #((A ∩ B)+) ≤ #(A) + #(B). Âiäíÿâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü âiä
ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi, îäåðæèìî òâåðäæåííÿ 1.

2. Âèáåðåìî A′ ⊆ A i B′ ⊆ B òàê, ùî δ∗(A) = δ(A′) i δ∗(B) = δ(B′).
Òîäi

δ∗(A ∪B) + δ∗(A ∩B) ≥ δ(A′ ∪B′) + δ(A′ ∩B′) ≥
≥ δ(A′) + δ(B′) = δ∗(A) + δ∗(B).

3 âèïëèâà¹ ç 1, îñêiëüêè δ(A′ ∪A′′) ≤ δ(A′), à A′ ∩A′′ = ∅.
4. ßêùî δ(A′) = δ(A′′) = δ∗(A), òî, îñêiëüêè δ(A′ ∪ A′′) ≤ δ∗(A) i

δ(A′ ∩A′′) ≤ δ∗(A), ç íåðiâíîñòi 1 âèïëèâa¹, ùî δ(A′ ∪A′′) = δ(A′ ∩A′′) =
δ∗(A). Îòæå, íàéáiëüøîþ ç òàêèõ ïiäìíîæèí ¹ îá'¹äíàííÿ, à íàéìåíøîþ
� ïåðåòèí âñiõ öèõ ïiäìíîæèí. �

Î÷åâèäíî, ÿêùî ïàðóâàííÿ äëÿ ïiäìíîæèíè A iñíó¹, #(A+) ≥ #(A).
Çâiäñè âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü ó íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.5.5. Äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëî ïàðóâàííÿ äëÿ ïiäìíîæè-
íè A ⊆ V0 (àáî V1), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá öÿ ïiäìíîæèíà áóëà
áåçäåôiöèòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Òðåáå äîâîäèòè äîñòàòíiñòü. Öå ìè çðîáèìî iíäóêöi-
¹þ çà êiëüêiñòþ n åëåìåíòiâ â A. ßêùî n = 1, òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå:
îñêiëüêè δ(A) ≤ 0, iñíó¹ ñòðiëêà α ç ïî÷àòêîì ó ¹äèíié âåðøèíi ç A, i
ìîæíà ïîêëàñòè P = {α }. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áåçäåôiöèòíèõ ïiäìíî-
æèí, ÿêi ìàþòü n åëåìåíòiâ òâåðäæåííÿ âiðíå, i íåõàé A � áåçäåôiöèòíà
ïiäìíîæèíà ç n+ 1 âåðøèíîþ. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.

1. δ(B) < 0 äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè B ⊆ A.
Âèáåðåìî ÿêóñü âåðøèíó a ∈ A i ÿêóñü âåðøèíó b, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹

ñòðiëêà α : a → b. Âèëó÷èìî ç ãðàôà Γ âåðøèíè a, b i âñi iíöèäåíòíi
¨ì ñòðiëêè. Ó ãðàôi Γ′, ùî çàëèøèòüñÿ, ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó A′ =
A \ { a }. Âîíà ìà¹ n åëåìåíòiâ. ßêùî B ⊆ A′ � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà,
òî #(B) > #(B+) (ó ãðàôi Γ). Àëå, ÿêùî ðàõóâàòè B+ ó ãðàôi Γ′, âîíà
ìîæå âòðàòèòè ëèøå îäèí åëåìåíò b. Òîìó ó ãðàôi Γ′ δ(B) ≤ 0. Îòæå,
ïiäìíîæèíà A′ ó ãðàôi Γ′ çíîâ áåçäåôiöèòíà. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨,
â öüîìó ãðàôi iñíó¹ ïàðóâàííÿ P ′ äëÿ ïiäìíîæèíè A′. Òîäi P = P ′∪{α }
� ïàðóâàííÿ äëÿ ïiäìíîæèíè A ó ãðàôi Γ.

2. Iñíóþòü íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè B ⊆ A, äëÿ ÿêèõ δ(B) = 0.
Íåõàé B ⊆ A � òàêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ç δ(B) = 0, ÿêà ìiñòèòü

íàéìåíøó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ. Çíîâó âèáåðåìî ÿêóñü âåðøèíó a ∈ A i
ÿêóñü âåðøèíó b, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ñòðiëêà α : a → b. Âèëó÷èìî ç ãðàôà
Γ âåðøèíè a, b i âñi iíöèäåíòíi ¨ì ñòðiëêè. Ó ãðàôi Γ′, ùî çàëèøèòüñÿ,
ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó A′ = A \ { a }. Âîíà ìà¹ n åëåìåíòiâ. Íåõàé

51



B′ ⊆ A′ ßêùî â ãðàôi Γ áóëî δ(B′) < 0, òî, ÿê i ó âèïàäêó 1, ó ãðàôi
Γ′ áóäå δ(B′) ≤ 0. Ïðèïóñòèìî, ùî δ(B′) = 0 ó ãðàôi Γ. Ç íåðiâíîñòi 1
òâåðäæåííÿ 3.5.4 âèïëèâà¹, ùî òàêîæ δ(B∩B′) = 0, ïðè÷îìó (B∩B′)+ =
B+ ∩ B′+. Îñêiëüêè B ∩ B′ ⊂ B, à B áóëà íàéìåíøîþ çà êiëüêiñòþ
åëåìåíòiâ, òî B ∩B′ = ∅, à òîäi é B+ ∩B′+ = ∅. Çîêðåìà, æîäíà ñòðiëêà
ç âåðøèí ïiäìíîæèíè B′ íå çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi b, ÿêó ìè âèëó÷èëè,
òîáòî çíà÷åííÿ δ(B′) îäíàêîâå â ãðàôàõ Γ i Γ′. Îòæå, δ(B′) = 0 òàêîæ
ó ãðàôi Γ′, i çíîâó A′ � áåçäåôiöèòíà ïiäìíîæèíà â öüîìó ãðàôi. Òîìó,
ÿê i ó âèïàäêó 1, ó ãðàôi Γ′ iñíó¹ ïàðóâàííÿ P ′ äëÿ ïiäìíîæèíè A′, à
òîäi P = P ′ ∪ {α } � ïàðóâàííÿ äëÿ A ó ãðàôi Γ. �

Íàñëiäîê 3.5.6. Íåõàé δ = δ∗(A), D ⊆ A � íàéìåíøà ïiäìíîæèíà,
äëÿ ÿêî¨ δ(D) = δ.

1. δ äîðiâíþ¹ íàéìåíøié êiëüêîñòi âåðøèí, ÿêi òðåáà âèëó÷èòè
ç ïiäìíîæèíè A äëÿ òîãî, ùîá äëÿ ïiäìíîæèíè, ÿêà çàëèøè-
òüñÿ, iñíóâàëî ïàðóâàííÿ.

2. ßêùî C ⊆ A � òàêà ïiäìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü δ âåðøèí, ùî
äëÿ A \ C iñíó¹ ïàðóâàííÿ, òî C ⊆ D.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ çà δ; âèïàäîê δ = 0 òðèâiàëü-
íèé (òóò D = ∅). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ïiäìíîæèí ç ìåíøèì äåôiöèòîì
òâåðäæåííÿ âiðíå. Âèëó÷èìî ç A ÿêóñü âåðøèíó a i ðîçãëÿíåìî ïiäìíî-
æèíó A′ = A \ { a }. ßêùî a /∈ D, òî D ⊆ A′, à òîìó δ∗(A′) = δ. Îòæå,
âèëó÷åííÿ âåðøèí ç ïîçà D íå çìiíþ¹ äåôiöèò. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî
a ∈ D i íåõàé B ⊆ A′. Îñêiëüêè B ∩ D ⊂ D (àäæå a /∈ B), ç íåðiâíî-
ñòi 1 òâåðäæåííÿ 3.5.4 âèïëèâà¹, ùî δ(B) < δ. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó
δ∗(A′) < δ. Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó D′ = D \ { a }. ßêùî D′+ ⊂ D+, òî
δ(D′) ≥ δ(D), ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè ïiäìíîæèíà D áóëà íàéìåíøîþ
ç δ(D) = δ. Îòæå, D′+ = D+, à òîäi δ(D′) = δ − 1. Òîìó δ(A′) = δ − 1 i
íàéìåíøà ïiäìíîæèíà â A′ ç äåôiöèòîì δ− 1 ìiñòèòüñÿ â D′. Çà ïðèïó-
ùåííÿì iíäóêöi¨, ç A′ ìîæíà âèëó÷èòè δ−1 âåðøèí òàê, ùîá çàëèøèëàñÿ
áåçäóôiöèòíà ïiäìíîæèíà, ïðè÷îìó δ− 1 � íàéìåíøå ÷èñëî ç öi¹þ âëà-
ñòèâiñòþ, à âñi öi âåðøèíè òðåáà îáîâ'ÿçêîâî áðàòè ç D′ Ðàçîì ç a öå
ñòàíîâèòü ÿê ðàç δ âåðøèí, i âñi âîíè íàëåæàòü D. �

Çàñòîñó¹ìî öi ðåçóëüòàòè äî çàäà÷i 2, ðîçãëÿíóòî¨ âèùå. Âîíè ïåðå-
ôîðìóëþþòüñÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi.

Íàñëiäîê 3.5.7 (Òåîðåìà Õîëëà). Íåõàé N1, N2, . . . , Nn � äåÿêèé
íàáið (ñêií÷åííèõ) ìíîæèí.

1. Äëÿ òîãî, ùîá ìîæíà áóëî âèáðàòè ñèñòåìó ðiçíèõ ïðåäñòàâ-
íèêiâ äëÿ ìíîæèí Ni, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá äëÿ äîâiëü-
íîãî íàáîðó íîìåðiâ 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm ≤ n ïåðåòèí

⋂m
i=1Nji

ìiñòèâ ïðèíàéìíi m åëåìåíòiâ.
2. Äëÿ êîæíîãî íàáîðó íîìåðiâ J = { j1, j2, . . . , jm } ÿê âèùå, ïî-

êëàäåìî δ(J) = m − #
(⋂m

i=1Nji

)
, i íåõàé δ = max { δ(J) }. Òîäi

íàéáiëüøà êiëüêiñòü ïiäìíîæèí ç Ni, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñèñòåìà
ðiçíèõ ïðåäñòàâíèêiâ, äîðiâíþ¹ n− δ.

Òåîðåìó 3.5.5 ìîæíà äîïîâíèòè íàñòóïíèì êîðèñíèì ðåçóëüòàòîì.
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Òåîðåìà 3.5.8. Íåõàé P i Q � äåÿêi ïàðóâàííÿ, A = E0(P ), B =
E0(Q). Iñíó¹ òàêå ïàðóâàííÿ R ⊆ P ∪Q, ùî A ⊆ E0(R) i B ⊆ E1(R).

Çîêðåìà, ÿêùî #(A) < #(B) (#(A) > #(B)), ïàðóâàííÿ R íàïåâíå
áiëüøå, íiæ P (âiäïîâiäíî, íiæ Q).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî A′ = E0(Q), B′ = E1(P ). Î÷åâèäíî, ìî-
æíà ââàæàòè, ùî Arr Γ = P ∪ Q, V0 = A ∪ A′, V1 = B ∪ B′. Òîäi êî-
æíà âåðøèíà v iíöèäåíòíà ùîíàéáiëüøå äâîì ñòðiëêàì, ïðè÷îìó, ÿêùî
v /∈ (A ∩A′) ∪ (B ∩B′), âîíà iíöèäåíòíà ëèøå îäíié ñòðiëöi. Ðîçãëÿíåìî
ìàêñèìàëüíèé (òîáòî íåïðîäîâæóâàíèé) ïðîñòèé íåîði¹íòîâàíèé øëÿõ
p ó ãðàôi Γ: p = v0α1v1α2v2 . . . αnvn. Îñêiëüêè öåé øëÿõ ìàêñèìàëüíèé,
¹äèíîþ ñòðiëêîþ, ÿêà iíöèäåíòíà éîãî ðåáðàì i íå çáiãà¹òüñÿ ç æîäíîþ ç
α1, α2, . . . , αn, ìîæå áóòè ëèøå ñòðiëêà α0 ìiæ v0 òà vn. Çîêðåìà, øëÿõ p,
ðàçîì iç ñòðiëêîþ α0, ÿêùî òàêà iñíó¹, ¹ çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ ãðàôà Γ.
Î÷åâèäíî, ó öüîìó øëÿõó âåðøèíè ç V0 òà V1 ÷åðãóþòüñÿ: ÿêùî vi ∈ V0,
òî vi+1 ∈ V1 i íàâïàêè. Áiëüø òîãî, ñòðiëêè ç P i Q òåæ ÷åðãóþòüñÿ:
ÿêùî αi ∈ P , òî αi+1 ∈ Q \ P i íàâïàêè. Òîìó, ÿêùî n íåïàðíå, ìíîæè-
íà ñòðiëîê ç íåïàðíèìè íîìåðàìè R(p) = {α1, α3, . . . , αn } ¹ ïàðóâàííÿì
ìiæ { v0, v2, . . . , vn−1 } òà { v1, v3, . . . , vn }. Íåõàé òåïåð n ïàðíå. Òîäi v0 òà
vn îäíî÷àñíî íàëåæàòü V0 ÷è V1, çîêðåìà, ñòðiëêè ìiæ v0 òà vn íå iñíó¹.
Ïðèïóñòèìî, ùî v0 ∈ V0 (âèïàäîê v0 ∈ V1 öiëêîì àíàëîãi÷íèé). ßêùî
v0 /∈ A, ñòðiëêè ç ïàðíèìè íîìåðàìè α2, α4, . . . , αn óòâîðþþòü ïàðóâàííÿ
R(p) ìiæ { v1, v3, . . . , vn−1 } òà { v2, v4, . . . , vn }. ßêùî v0 ∈ A, ñòðiëêà α1

îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü P (àäæå ÿêàñü ñòðiëêà ç P ìóñèòü áóòè iíöèäåí-
òíîþ äî v0). Òîäi αn ∈ Q\P , à òîìó vn /∈ A, áî öÿ âåðøèíà íå iíöèäåíòíà
æîäíié ñòðiëöi ç P . Ó öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà ñòðiëîê ç íåïàðíèìè íî-
ìåðàìè R(p) = {α1, α3, . . . , αn−1 } ¹ ïàðóâàííÿì ìiæ { v0, v2, . . . , vn−2 }
òà { v1, v3, . . . , vn−1 }. Îá'¹äíàâøè âñi ïàðóâàííÿ R(p), êîëè p ïðîáiãà¹ âñi
ìàêñèìàëüíi íåîði¹íòîâàíi øëÿõè ãðàôà Γ, îäåðæèìî òàêå ïàðóâàííÿ
R ⊆ P ∪Q, ùî íàïåâíå E0(P ) ⊇ A i E1(R) ⊇ B. �

Íàñëiäîê 3.5.9. Ïîçíà÷èìî vi = #(Vi) i δi = δ∗(Vi) (i = 0, 1).

1. Ïîâíå ïàðóâàííÿ ó ãðàôi Γ iñíó¹ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè δ0 =
δ1 = 0.

2. v0 − δ0 = v1 − δ1.
3. #(E0(P )) = #(E1(P )) ≤ v0−δ0 äëÿ êîæíîãî ïàðóâàííÿ P ó ãðàôi

Γ.
4. Iñíó¹ òàêå ïàðóâàííÿ R, ùî #(E0(R)) = #(E1(R)) = v0 − δ0.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ 3 òà íåîáõiäíiñòü ó òâåðäæåííi 1 � áåçïî-
ñåðåäíi íàñëiäêè òåîðåìè 3.5.5.

Çà íàñëiäêîì 3.5.6, iñíó¹ òàêå ïàðóâàííÿ P0, ùî êîëè A = E0(P ), òî
#(A) = v0 − δ0, i òàêå ïàðóâàííÿ P1, ùî êîëè B = E1(P1), òî #(B) =
v1− δ1. Çà òåîðåìîþ 3.5.7, òîäi iñíó¹ ïàðóâàííÿ R, äëÿ ÿêîãî E0(R) ⊇ A
i E1(R) ⊇ B. Àëå çà òi¹þ æ òåîðåìîþ 3.5.6, #(E0(R)) ≤ v0 − δ0 i
#(E1(R)) ≤ v1 − δ1. Îòæå, E0(R) = A i E1(R) = B; çîêðåìà, #(A) =
#(B), òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü 2, à ïàðîñïîëó÷åííÿ R çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âàì ç òâåðäæåííÿ 4. Çâiäñè æ âèïëèâà¹ é äîñòàòíiñòü ó òâåðäæåííi 1. �
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5.2. Ïðîñòi øëÿõè â îðãðàôi. Ìè çàñòîñó¹ìî òåîðåìè ïðî ïàðó-
âàííÿ, ùîá îäåðæàòè äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî ïîêðèòòÿ îði¹íòîâàíèõ ãðà-
ôiâ ïðîñòèìè øëÿõàìè é öèêëàìè. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíó
êîíñòèðóêöiþ.

Îçíà÷åííÿ 3.5.10. Íåõàé Γ � îði¹íòîâàíèé ãðàô. Äóáëåì ãðàôà Γ
çâåòüñÿ äâîäîëüíèé ãðàô Γ], ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ â íàñòóïíèé ñïîñiá:

• VerΓ] = { v1, v2, . . . , vn, v
′
1, v
′
2, . . . , v

′
n }, äå { v1, v2, . . . , vn } = Ver Γ,

à v′1, v
′
2, . . . , v

′
n � íîâi ñèìâîëè, âiäìiííi âiä óñiõ a1, a2, . . . , an.

• Arr Γ] = Arr Γ.
• ßêùî α : a→ b ó ãðàôi Γ, òî α : a→ b′ ó ãðàôi Γ].
• V0 = { a1, a2, . . . , an }, V1 = { a′1, a′2, . . . , a′n }.

Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè #(V0) = #(V1) = n, òàêîæ δ∗(V0) = δ∗(V1). Öå
÷èñëî íàçâåìî äåôiöèòîì ãðàôà Γ i ïîçíà÷èìî δ∗(Γ).

Îñü ïðèêëàä ãðàôà Γ òà éîãî äóáëÿ:

Γ =
1 //

��

2 //

��

4

3 // 5
Γ] =

1
��@

@@
@

''OOOOOOOOO 2

''OOOOOOOOO

**UUUUUUUUUUUUUU 3

''OOOOOOOOO 4 5

1′ 2′ 3′ 4′ 5′

Ðîçãëÿíåìî äåÿêå ïàðóâàííÿ P = {α1, α2, . . . , αm } αi : ai → b′i ó
ãðàôi Γ]. Ó ãðàôi Γ ñòðiëêè α1, α2, . . . , αm ðàçîì ç iíöèäåíòíèìè íèì
âåðøèíàìè óòâîðþþòü ïiäãðàô ΓP , ó ÿêîìó ç êîæíî¨ òî÷êè âèõîäèòü
ùîíàéáiëüøå îäíà ñòðiëêà i â êîæíó òî÷êó âõîäèòü ùîíàéáiëüøå îäíà
ñòðiëêà. ßêùî p : a→ b � ìàêñèìàëüíèé ïðîñòèé (îði¹íòîâàíèé) øëÿõ ó
ïiäãðàôi ΓP , òî ¹äèíîþ ñòðiëêîþ öüîãî ïiäãðàôà ìiæ âåðøèíàìè øëÿõó
p, ÿêà ñàìà öüîìó øëÿõó íå íàëåæèòü, ìîæå áóòè ëèøå ñòðiëêà βp : b→
a. Òîìó øëÿõ p, ðàçîì çi ñòðiëêîþ βp, ÿêùî âîíà iñíó¹, ¹ êîìïîíåíòîþ
ãðàôà ΓP , i êîæíà ç öèõ êîìïîíåíò ¹ àáî ïðîñòèì øëÿõîì (ìîæëèâî,
ïîðîæíiì), àáî ïðîñòèì öèêëîì.

Íàâïàêè, íåõàé Γ′ � ïiäãðàô Γ, êîæíà êîìïîíåíòà ÿêîãî ¹ ïðîñòèì
øëÿõîì àáî ïðîñòèì öèêëîì. Òîäi ç êîæíî¨ âåðøèíè ó ãðàôi Γ′ âèõîäèòü
ùîíàéáiëüøå îäíà ñòðiëêà, i â êîæíó âåðøèíè ó ãðàôi Γ′ âõîäèòü ùî-
íàéáiëüøå îäíà ñòðiëêà. Òîìó ìíîæèíà âñiõ ñòðiëîê ãðàôà Γ′ óòâîðþ¹
ïàðóâàííÿ P â ãðàôi Γ]. Ðîçãëÿíåìî ÿêóñü âåðøèíó a ïiäãðàôà Γ′. Î÷å-
âèäíî, a /∈ E0(P ) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ êiíöåì ÿêîãîñü iç øëÿõiâ,
ÿêèé ¹ êîìïîíåíòîþ Γ′. Òàê ñàìî, a′ /∈ E1(P ) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âåð-
øèíà a ¹ ïî÷àòêîì òàêîãî øëÿõó. Çîêðåìà, êiëüêiñòü êîìïîíåíò Γ′, ÿêi
íå ¹ öèêëàìè, äîðiâíþ¹ #(Ver Γ′)−#(E0(P )) = #(Ver Γ′)−#(E1(P )).

Çàóâàæèìî, ùî äåôiöèò ïiäìíîæèí ó V0 ÷è V1 ìà¹ î÷åâèäíèé çìiñò,
ÿêùî ðîçãëÿäàòè ñàì ãðàô Γ. Äiéñíî, ÿêùî A ⊆ V0 = VerΓ, òî

A+ =
{
b′ ∈ V1 | ó ãðàôi Γ iñíó¹ ñòðiëêà a→ b, äå a ∈ A

}
.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî B′ ⊆ V1, B′ = { b′ | b ∈ B } äëÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè
B ⊆ VerΓ, òî

B′
− = { a ∈ V0 | ó ãðàôi Γ iñíó¹ ñòðiëêà a→ b, äå b ∈ B } .
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Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè AVerΓ ïîçíà÷èìî

A→ = { b ∈ VerΓ | ó ãðàôi Γ iñíó¹ ñòðiëêà a→ b } ,
A← = { b ∈ VerΓ | ó ãðàôi Γ iñíó¹ ñòðiëêà b→ a } .

Òîäi, δ(A) = #(A) − #(A→), ÿêùî ðîçãëÿäàòè A ÿê ïiäìíîæèíó V0, i
δ(A′) = #(A)−#(A←), äå A′ = { a′ | a ∈ A } ⊆ V1. Çîêðåìà,

δ∗(Γ) = max {#(A)−#(A→) |A ⊆ VerΓ } =(5.1)

= max {#(A)−#(A←) |A ⊆ VerΓ } .
Öi ðîçãëÿäè âåäóòü äî íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3.5.11. ×èñëî δ∗(Γ), âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (5.1), ¹ íàéìåí-
øèì ç òàêèõ ÷èñåë δ, ùî âñi âåðøèíè ãðàôà Γ ìîæíà âêëþ÷èòè â íàáið
δ ïðîñòèõ øëÿõiâ i ÿêîãîñü ÷èñëà ïðîñòèõ öèêëiâ, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ. (Ìîæëèâî, äåÿêi ç öèõ δ ïðîñòèõ øëÿõiâ ïîðîæíi.)

Çîêðåìà, âñi âåðøèíè ãðàôà Γ ìîæíà âêëþ÷èòè â íàáið ïðîñòèõ öè-
êëiâ, ÿêi ìiæ ñîáîþ íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè δ∗(Γ) =
0.

Äîâåäåííÿ. Ìè âæå áà÷èëè, ùî êîëè òàêi øëÿõè é öèêëè iñíóþòü,
òî â ãðàôi Γ] ¹ ïàðóâàííÿ P , äëÿ ÿêîãî #(E0(P )) = m − δ, äå m =
#(Ver Γ). Çà íàñëiäêîì 3.5.6, δ ≥ δ∗(V0) = δ∗(Γ). Íàâïàêè, çà òèì ñàìèì
íàñëiäêîì, ó ãðàôi Γ] iñíó¹ ïàðóâàííÿ P , äëÿ ÿêîãî #(E0(P )) = m −
δ∗(Γ). Âîíî é âèçíà÷à¹, ÿê ìè áà÷èëè âèùå, ïîêðèòòÿ âåðøèí ãðàôà
Γ ïðîñòèìè øëÿõàìè é öèêëàìè, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó êiíöi
øëÿõiâ � öå âåðøèíè ç V0 \ E0(P ), êiëüêiñòü ÿêèõ äîðiâíþ¹ δ∗(Γ). �

5.3. Òåîðåìà Äiëóîðòà. Äåùî íåñïîäiâàíî ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âè-
âîäèòüñÿ îäèí âàæëèâèé ðåçóëüòàò ïðî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè. Ç êî-
æíèì (÷àñòêîâèì) ïîðÿäêîì 4 íà äåÿêié ìíîæèíi M ïîâ'ÿçàíèé ïðî-
ñòèé îði¹íòîâàíèé ãðàô Γ≺ çi ìíîæèíîþ âåðøèí M , â ÿêîìó ñòðiëêà
a→ b iñíó¹ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a ≺ b. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ 4 àíòè-
ñèìåòðè÷íå, â öüîìó ãðàôi íåìà¹ öèêëiâ. Òîìó, çà òåîðåìîþ 3.5.11, éîãî
äåôiöèò δ∗(Γ≺) äîðiâíþ¹ íàéìåíøié êiëüêîñòi ïðîñòèõ øëÿõiâ, ÿêi ðà-
çîì ìiñòÿòü âñi âåðøèíè ïî îäíîìó ðàçó. Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòèé øëÿõ
ó ãðàôi Γ≺ � öå ëàíöþã ó âïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi M , òîáòî òàêèé íàáið
åëåìåíòiâ a0, a1, . . . , al, ùî a0 ≺ a1 ≺ . . . ≺ al. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äåôiöèò
òàêîæ ìà¹ ïðîñòå îçíà÷åííÿ â òåðìiíàõ ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 3.5.12. Øèðèíîþ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè M ç ïîðÿä-
êîì 4 çâåòüñÿ íàéáiëüøå ÷èñëî w = w(≺), äëÿ ÿêîãî â M iñíó¹ ïiäìíî-
æèíà N , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç w íåïîðiâíÿíèõ åëåìåíòiâ (òîáòî a 6≺ b äëÿ
äîâiëüíèõ a, b ∈ N).

Ëåìà 3.5.13. δ∗(Γ≺) = w(≺).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ⊆M � ÿêàñü ïiäìíîæèíà. Çàóâàæèìî, ùî

A→ = { b ∈M | a ≺ b äëÿ äåÿêîãî a ∈ A } .
Çîêðåìà, A→ ìiñòèòü óñi åëåìåíòè ïiäìíîæèíè A, êðiì ìiíiìàëüíèõ,
òîáòî òàêèõ a ∈ A, ùî b 6≺ a äëÿ êîæíîãî b ∈ A. Òîìó δ(A) íå ïå-
ðåáiëüøó¹ êiëüêîñòi ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ïiäìíîæèíè, çîêðåìà
δ(A) ≤ w(≺) (îñêiëüêè ìiíiìàëüíi åëåìåíòè íàïåâíå íåïîðiâíÿíi).
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Íåõàé òåïåð N ⊆ M ñêëàäà¹òüñÿ ç w íåïîðiâíÿíèõ åëåìåíòiâ, A =
{ a ∈M | b 4 a äëÿ äåÿêîãî b ∈ N }. Òîäi A→ = A \ N , îòæå, δ(A) = w i
δ∗(Γ) = w(≺). �

Íàñëiäîê 3.5.14 (Òåîðåìà Äiëóîðòà). Íàéìåíøà êiëüêiñòü ëàíöþ-
ãiâ, ÿêi ìiñòÿòü âñi åëåìåíòè âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè, äîðiâíþ¹ ¨¨ øè-
ðèíi.
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Çàäà÷i

Çàâäàííÿ 1.

1. Äîâåäiòü, ùî:

(1) ßêùî x � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

(
−x
n

)
= (−1)n

(
x+ n− 1

n

)
.

(2) Ìà¹ ìiñöå ¾ôîðìóëà äîäàâàííÿ¿:

(
x+ y

n

)
=

n∑
k=0

(
x

k

)(
y

n− k

)
.

2. (1) Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ Sm(n) =
∑n

k=1 k
m ¹ ìíîãî÷ëåíîì

âiä n ñòåïåíÿ m + 1. ×îìó äîðiâíþ¹ ñòàðøèé êîåôiöi¹íò öüîãî
ìíîãî÷ëåíà?

(2) Çíàéäiòü ìíîãî÷ëåíè Sm(n) ïðè n ≤ 4.

3. Âèçàíà÷èìî âèùi ðiçíèöi ∆nf(x) ôóíêöi¨ f(x) ðåêóðåíòíèìè ôîð-
ìóëàìè:

∆0f(x) = f(x), ∆n+1f(x) = ∆∆nf(x).
Äîâåäiòü, ùî êîæåí ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(x) =
n∑

m=0

∆mf(0)
(
x

m

)
.

Âêàçiâêà: Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî ∆m

(
x

m

)
= 1 äëÿ êîæíîãî m.

4. Ïîëiíîìiàëüíèìè êîåôiöiåíòàìè çâóòüñÿ ìíîãî÷ëåíè(
x

m1,m2, . . . ,mk

)
=
x(x− 1) . . . (x−m+ 1)

m1!m2! . . .mk!
,

äå m1,m2, . . . ,mk � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, m = m1 + m2 + · · · + mk.
Äîâåäiòü, ùî:

(1) ßêùî m′ = m1 +m2 + · · ·+mk−1, òî(
x

m1,m2, . . . ,mk

)
=
(

x

m1,m2, . . . ,mk−1

)(
x−m′

mk

)
.

(2) ∆
(

x

m1,m2, . . . ,mk

)
=

k∑
i=1

(
x

m1, . . . ,mi − 1, . . . ,mk

)
.

(3) (Ïîëiíîìiàëüíà ôîðìóëà)

(x1 +x2 + · · ·+xk)n =
∑

m1+m2+···+mk=n

(
n

m1,m2, . . . ,mk−1

)
xm1

1 xm2
2 . . . xmk

k .

(4) ßêùî x � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî é

(
x

m1,m2, . . . ,mk

)
� íàòóðàëü-

íå ÷èñëî äëÿ äîâiëüíèõ mi i k.
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Çàâäàííÿ 2.

1 (Êðàòíi ñïîëó÷åííÿ). (1) ÍåõàéM � ìíîæèíà ç n åëåìåíòàìè,
à K = { a1, a2, . . . , ak } � ìíîæèíà ç k åëåìåíòàìè. Äîâåñòè, ùî
êiëüêiñòü âiäîáðàæåíü f : M → K, òàêèõ ùî #

(
f−1(ak)

)
= mk,

äîðiâíþ¹(
n

m1,m2, . . . ,mk−1

)
=

n!
m1!m2! . . . mk!

.

ßêùî k = 2, òàêå âiäîáðàæåííÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïiä-
ìíîæèíîþ f−1(a1). Òîìó öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹ ôîðìóëó äëÿ
÷èñëà ñïîëó÷åíü.

(2) Äîâåñòè, ùî

(à)
∑

m1+···+mk=n

(
n

m1,m2, . . . ,mk−1

)
= kn.

(á)
∑

mi>0
m1+···+mk=n

(
n

m1,m2, . . . ,mk−1

)
=

k−1∑
l=0

(−1)l

(
k

l

)
(k − l)n.

2 (Ðîçáèòòÿ ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ). Íåõàé ìíîæèíà M
ñêëàäà¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿäà¹ìî ðîçáèòòÿ M íà r ÷àñòèí, ç ÿêèõ
r1 ìà¹ ïî m1 åëåìåíòiâ, r2 ìà¹ ïî m2 åëåìåíòiâ, ..., rk ìà¹ ïî mk åëåìåí-
òiâ, äå, çâè÷àéíî, r =

∑k
i=1 ri, à

∑k
i=1 rimi = n. Äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü

òàêèõ ðîçáèòòiâ äîðiâíþ¹

n!
(m1!)r1(m2!)r2 . . . (mk!)rkr1! r2! . . . rk!

.

Çîêðåìà, öåé âèðàç çàâæäè ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì (ùî âåëüìè íåî÷åâè-
äíî)

58



Çàâäàííÿ 3.

1. Äîâåñòè, ùî
n∑

k=1

(−1)k−1

(
n

k

)
km =

{
0, ÿêùî m < n,

n!, ÿêùî m = n.

2. Îçíà÷èìî åêñïîíåíöiéíèé ðÿä exp t ôîðìóëîþ

exp t =
∞∑

n=0

tn

n!
.

Äîâåñòè, ùî exp(t+ z) = (exp t)(exp z), çîêðåìà, exp(−t) = (exp t)−1.

3. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ðÿäiâ Ëîðàíà, òîáòî âèðàçiâ âèãëÿäó

f(t) =
∞∑

n=−m

ant
n = a−mt

−m + a−m+1t
−m+1+

+ · · ·+ a−1t
−1 + a0 + a1t+ · · ·+ ant

n + . . .

(iç ñêií÷åííîþ, àëå äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ ÷ëåíiâ ç âiä'¹ìíèìè ñòåïåíÿìè).
Îçíà÷èìî äi¨ íàä íèìè òàê ñàìî, ÿê äi¨ íàä ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè. Äîâåñòè,
ùî âiäíîñíî öèõ äié ìíîæèíà ðÿäiâ Ëîðàíà ¹ ïîëåì (òîáòî, ó êîæíîãî
íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ¹ îáåðíåíèé).
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Çàâäàííÿ 4.

1 (Áiíîìiàëüíà ôîðìóëà îáåðòàííÿ). (1) Äîâåäiòü, ùî
n∑

k=m

(−1)k

(
n

k

)(
k

m

)
=

{
0, ÿêùî m < n,

(−1)n, ÿêùî m = n.

Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàéòåñÿ ðiâíiñòþ

(
n

k

)(
k

m

)
=
(
n

m

)(
n−m

k −m

)
.

(2) Äîâåäiòü, ùî êîëè äëÿ êîæíîãî n

bn =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
ak,

òî òàêîæ äëÿ êîæíîãî n

an =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
bk.

2 (×èñëà Ñòiðëiíãà). Íàãàäi¹ìî, ùî Dm
n ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ñþð'¹êöié

N →M , äå #(N) = n, #(M) = m, Sm
n (÷èñëà Ñòiðëiíãà äðóãîãî ðîäó) �

êiëüêiñòü ðîçáèòòiâ ìíîæèíè ç n åëåìåíòàìè íà m íåïîðîæíiõ ÷àñòèí.

(1) Äîâåäiòü ðåêóðåíòíi ôîðìóëè

Dm
n+1 = m(Dm

n +Dm−1
n ),

Sm
n+1 = mSm

n + Sm−1
n .

(2) Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n

xn =
n∑

k=0

Dk
m

(
x

k

)
.

(3) Äîâåäiòü, ùî iñíó¹ ¹äèíèé íàáið ÷èñåë sm
n , òàêèé ùî äëÿ äîâiëü-

íèõ m i n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
n∑

k=0

sk
nS

m
k =

{
0, ÿêùî m 6= n,

1, ÿêùî m = n.

×èñëà sm
n çâóòüñÿ ÷èñëàìè Ñòiðëiíãà ïåðøîãî ðîäó.

(4) Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n(
x

n

)
=

n∑
k=0

sk
n

xk

k!
.

3 (Çàäà÷à ïðî ðîçìií). (1) Çíàéäiòü òâiðíó ôóíêöiþ ïîñëiäîâíî-
ñòi Vn, äå Vn � êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñëàõ
ðiâíÿííÿ a1x1 + a2x2 + · · · + akxk, äå a1, a2, . . . , ak � ôiêñîâàíi
íàòóðàëüíi ÷èñëà.

ßêùî âñi ai ðiçíi, Vn ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê êiëüêiñòü ñïîñî-
áiâ, ÿêèìè ìîæíà ðîçìiíÿòè n ãðèâåíü, ìàþ÷è êóïþðè âàðòiñòþ
a1, a2, . . . , ak.

(2) ßêîþ áóäå òâiðíà ôóíêöiÿ, ÿêùî â çàäà÷i ïðî ðîçìií íàêëàñòè
äîäàòêîâó óìîâó: xi ≤ m äëÿ âñiõ i (¾îáìåæåíà êiëüêiñòü êó-
ïþð¿)?
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Çàâäàííÿ 5.

1. Äîâåäiòü ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ÷èñåë Ñòiðëiíãà ïåðøîãî
ðîäó:

sk
n+1 = sk−1

n + nsk
n.

2. Äîâåäiòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ÷èñåë Ôiáîíà÷÷i Φn:

Φn+k = ΦnΦk+1 + Φn−1Φk,(i)

Φkn äiëèòüñÿ íà Φn,(ii)

Φn+1 =
[n/2]∑
k=0

(
k

n− k

)
.(iii)

3. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ(n) êiëüêiñòü äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Äîâåäiòü, ùî
ôóíêöiÿ τ(n) ìóëüòèïëiêàòèâíà i äëÿ êîæíîãî n∑

d|n

τ(d)µ(n/d) = 1.

4. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(n) ñóìó âñiõ äiëüíèêiâ ÷èñëà n. Äîâåäiòü, ùî
ôóíêöiÿ σ(n) ìóëüòèïëiêàòèâíà i äëÿ êîæíîãî n∑

d|n

σ(n)µ(n/d) = n.

5 (Îéëåðiâ äîáóòîê). Äîâåäiòü, ùî

ζ(s) =
s∑

n=1

1
ns

=
∏
p

1
1− 1

ps

,

äå p ïðîáiãà¹ âñi ïåðâèííi ÷èñëà.
Òóò, ÿê i ðàíiøå, ìè ìà¹ìî íà óâàçi ôîðìàëüíó òîòîæíiñòü ó êiëüöi

ðÿäiâ Äiðiõëå. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî ôîðìàëüíî âèêîíàòè äi¨ â ïðàâié
÷àñòèíi, òî îäåðæèìî ðÿä ç ëiâî¨ ÷àñòèíè.
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Çàâäàííÿ 6.

1. Ðîçãëÿíåìî âèñëîâëþâàííÿ:

(1) ¾ßêùî Êè¨â � ñòîëèöÿ Ïîðòóãàëi¨, òî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
äèôåðåíöiéîâíà¿

(2) ¾ßêùî êîæíà äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà, òî æèðàôè
æèâóòü íà ïiâäåííîìó ïîëþñi¿

(3) ¾ßêùî íà Ìàðñi ¹ æèòòÿ, òî âçèìêó êîæíîãî äíÿ ëë¹ äîù àáî öå
ðå÷åííÿ íàïèñàíî óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ¿

ßêi ¨õíi ëîãi÷íi çíà÷åííÿ? ×îìó?

2. Îá÷èñëiòü çíà÷åííÿ íàñòóïíèõ âèðàçiâ ó çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü
åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëþâàíü, ÿêi äî íèõ âõîäÿòü:

(B ⇒ ¬A) ∨ C ⇔ (A ∧ ¬C),(i)

A ∧ (¬B ∨ ¬C) ⇒ (B ⇒ ¬A),(ii)

(¬A⇒ C) ∨ ((A⇔ B)⊕ ¬C).(iii)

3. Ïåðåâiðòå íàñòóïíi òîòîæíîñòi:

A ∨ (B ∧ C) = (A ∨B) ∧ (A ∨ C),(i)

A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C),(ii)

¬(A ∨B) = ¬A ∧ ¬B,(iii)

¬(A ∧B) = ¬A ∨ ¬B.(iv)

4. Íåõàé X � äåÿêèé ëîãi÷íèé âèðàç, äî ÿêîãî âõîäÿòü ëèøå ñïî-
ëó÷íèêè ¬,∨,∧. Äîâåäiòü, ùî âèðàç ¬X åêâiâàëåíòíèé âèðàçó X ∗, ÿêèé
îäåðæó¹òüñÿ â íàñòóïíèé ñïîñiá:

• êîæíå åëåìåíòàðíå âèñëîâëþâàííÿ A çàìiíþ¹òüñÿ íà ¬A; ÿêùî
ïðè öüîìó âèíèêà¹ âèðàç ¬¬A, âií çàìiíþ¹òüñÿ íà A;

• êîæåí ñïîëó÷íèê ∨ çàìiíþ¹òüñÿ íà ∧ i íàâïàêè.

5. Òàâòîëîãi¹þ çâåòüñÿ ëîãi÷íèé âèðàç, ÿêèé ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1
ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ åëåìåíòàðíèõ âèñëîâëþâàíü, ÿêi äî íüîãî âõîäÿòü.
Ïåðåâiðèòè, ùî íàñòóïíi âèðàçè ¹ òàâòîëîãiÿìè:

(A⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A⇒ B) ⇒ (A⇒ C)),(i)

(A⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C)) ⇒ (A ∨B ⇒ C)),(ii)

(A⇒ B) ⇒ ((A⇒ C) ⇒ (A⇒ B ∧ C)),(iii)

(A⇒ B) ⇒ ((¬A⇒ B) ⇒ B).(iv)
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Çàâäàííÿ 7.

1. Ïîáóäóéòå ÄÄÍÔ, åêâiâàëåíòíi ôóíêöiÿì:

(x⇒ y) ∨ (¬y ⇔ ¬z),(1)

(x ∧ (y ⇒ ¬z))⊕ (¬z ∨ x⇒ ¬y).(2)

2. Ïîáóäóéòå ÄÊÍÔ, åêâiâàëåíòíi ôóíêöiÿì:

(x⊕ y ⇒ z ∨ ¬x) ⇔ (¬y ∧ z ⇒ x),(1)

(¬x ∧ (y ⇒ ¬z)) ∨ ((¬y ⇒ x) ∨ (¬x⇔ z)).(2)

3. Êîðèñòóþ÷èñü òîòîæíîñòÿìè

(A ∧ F ) ∨ (¬A ∧ F ) = F òà (A ∨ F ) ∧ (¬A ∨ F ) = F

äëÿ äîâiëüíî¨ F , ñïðîñòèòè âèðàçè, îäåðæàíi â çàäà÷àõ 1 i 2.

4. Ïîáóäóéòå áóëåâi ìíîãî÷ëåíè, åêâiâàëåíòíi ôóíêöiÿì:

(x⇒ ¬y) ∨ (¬z ∧ x),(1)

(¬z ⇔ y) ⇒ x ∧ (y ∨ z).(2)

5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíî¨ áóëåâî¨ ôóíêöi¨ iñíó¹ åêâiâàëåíòíà ¨é,
ÿêà ìiñòèòü ëèøå ñïîëó÷íèêè ⇒ òà ¬. Âèðàçiòü ÷åðåç íèõ ñïîëó÷íèêè
∨, ∧, ⊕, ⇔.

6. Âèðàçiòü:

(1) êîí'þíêöiþ ÷åðåç ëîã÷íó ñóìó òà äèç'þíêöiþ;
(2) äèç'þíêöiþ ÷åðåç ëîãi÷íó ñóìó òà êîí'þíêöiþ.
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Çàâäàííÿ 8.

1. Ñêëàäiòü òàáëèöþ ïðèíàëåæíîñòi âñiõ áóëåâèõ ôóíêöié âiä 2 çìií-
íèõ äî êëàñiâ F0,F1,F2,F3,F4 ç òåîðåìè Ïîñòà.

2. Çíàéäiòü óñi ïàðè { f, g } áóëåâèõ ôóíêöié âiä 2 çìiííèõ, ÿêi óòâî-
ðþþòü ïîâíèé íàáið, ïðè÷îìó íå ìiñòÿòü àíi øòðèõ Øåôôåðà, àíi ñòðië-
êó Ïiðñà. Ó êîæíîìó âèïàäêó âèðàçiòü ÷åðåç ôóíêöi¨ öüîãî íàáîðó âñi
äâîìiñíi ñïîëó÷íèêè.

3. Âèðàçiòü óñi äâîìiñíi ñïîëó÷íèêè ÷åðåç øòðèõ Øåôôåðà òà ÷åðåç
ñòðiëêó Ïiðñà. (Â òîìó ÷èñëi âèðàçiòü øòðèõ Øåôôåðà ÷åðåç ñòðiëêó
Ïiðñà é íàâïàêè.)

4. (1) Äîâåäiòü, ùî ç êîæíîãî ïîâíîãî íàáîðó áóëåâèõ ôóíêöié
M ìîæíà âèáðàòè 4 (àáî ìåíøå) ôóíêöi¨, ÿêi âæå ñêëàäàþòü
ïîâíèé íàáið.

(2) Ïîáóäóéòå íàáið ç 4 áóëåâèõ ôóíêöié, ÿêèé ¹ ïîâíèì, àëå ÿêùî
ç íüîãî âèëó÷èòè õî÷à á îäíó ôóíêöiþ, âií ïåðåñòà¹ áóòè òàêèì.

Âêàçiâêà: Ó öié çàäà÷i íå ìîæíà îáìåæóâàòèñü ôóíêöiÿìè âiä 2
çìiííèõ. Íàñïðâäi, ìîæíà äîâåñòè, ùî ç áóäü-ÿêîãî ïîâíîãî íàáî-
ðó ôóíêöié âiä 2 çìiííèõ ìîæíà âèáðàòè 3 (àáî ìåíøå) ôóíêöié,
ÿêi âæå ñêëàäàþòü ïîâíèé íàáið.
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Çàâäàííÿ 9.

1. ßêi ç íàñòóïíèõ âiäíîøåíü ¹: à) âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi?
á) âiäíîøåííÿìè ïîðÿäêó (÷àñòêîâîãî ÷è ëiíiéíîãî)?

(1) À ñòàðøèé çà Á.
(2) Íàòóðàëüíå ÷èñëî a äiëèòü íàòóðàëüíå ÷èñëî b.
(3) Âåêòîðè u òà v ïðîïîðöiéíi.
(4) Íåíóëüîâi âåêòîðè u òà v ïðîïîðöiéíi.
(5) À � áðàò àáî ñåñòðà Á.
(6) À òà Á ìàþòü òèõ ñàìèõ áàòüêiâ.

2. Íåõàé M � ìíîæèíà ç m åëåìåíòàìè. Ñêiëüêè íà íié iñíó¹:

(1) ñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü?
(2) àíòèñèìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü?
(3) âiäíîøåíü ëiíiéíîãî ïîðÿäêó?
(4) âiäíîøåíü ëiíiéíîãî êâàçiïîðÿäêó?

3. Ñêiëüêè iñíó¹ íåiçîìîðôíèõ âiäíîøåíü (÷àñòêîâîãî) ïîðÿäêó íà
ìíîæèíi ç m åëåìåíòàìè ïðè m ≤ 4 ?

4. Íåõàé R i S � âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíàõ, âiäïîâiäíî, M i N . �õíiì
ïðÿìèì äîáóòêîì çâóòü âiäíîøåííÿ R× S íà ìíîæèíi M ×N , òàêå ùî
((a, b), (a′, b′)) ∈ R × S òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (a, a′) ∈ R i (b, b′) ∈ S.
Äîâåäiòü, ùî êîëè R i S îáèäâà ¹ âiäíîøåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi (àáî
÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó), òî òàêèì ¹ é R × S. ×è âiðíå òàêå æ òâåðäæåííÿ
äëÿ âiäíîøåíü ëiíiéíîãî ïîðÿäêó?

5. Íåõàé R i S � âiäíîøåííÿ ñòðîãîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíàõ, âiäïî-
âiäíî, M i N . �õíiì ëåêñiêîãðàôi÷íèì äîáóòêîì çâóòü âiäíîøåííÿ R ◦ S
íà ìíîæèíiM×N , òàêå ùî ((a, b), (a′, b′)) ∈ R×S òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
àáî (a, a′) ∈ R, àáî a = a′ i (b, b′) ∈ S. Äîâåäiòü, ùî R ◦ S � âiäíîøåííÿ
ñòðîãîãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó ÿêùî R i S � âiäíîøåííÿ ëiíiéíîãî ñòðîãîãî
ïîðÿäêó, òî òàêèì ¹ é R ◦ S.
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Çàâäàííÿ 10.

Â óñiõ çàäà÷àõ ãðàô Γ ââàæà¹òüñÿ íåîði¹íòîâàíèì, ïðîñòèì i çâ'ÿ-
çíèì.

1. Äîâåäiòü, ùî d(a, b) + d(b, c) = d(a, c) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè b
ëåæèòü íà îäíîìó ç íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ ç a äî c.

2. Äîâåäiòü, ùî êîëè p i q � òàêi ïðîñòi øëÿõè, ùî L(p) = L(q) =
L(Γ), âîíè ìàþòü ñïiëüíó âåðøèíó.

3. Íåõàé l = L(Γ). Äîâåñòè, ùî e(a) ≥ [(l+1)/2] äëÿ äîâiëüíî¨ âåðøè-
íè a, ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a íàëåæèòü
êîæíîìó íàéäîâøîìó ïðîñòîìó øëÿõó.

4. Íåõàé r = r(Γ), ρ = ρ(Γ), ïðè÷îìó ρ > 2. Äîâåñòè, ùî

νv(Γ) ≤ 1 + ρ
(ρ− 1)r − 1

ρ− 2
,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ (íà ÿêîìó ãðàôi?). Ùî áóäå, êîëè ρ = 2?

5. Íåõàé ρ(b) > 1 i p : a→ b � òàêèé ïðîñòèé øëÿõ, ùî L(p) = L(a, b).
Äîâåäiòü, ùî âåðøèíà b íàëåæèòü ïðîñòîìó öèêëó äîâæèíè ïðèíàéìíi
ρ(b) + 1.
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Çàâäàííÿ 11.

1. Äîâåäiòü, ùî ðîçìàõ L(a, b) (íàéáiëüøà äîâæèíà ïðîñòîãî øëÿ-
õó ìiæ âåðøèíàìè a òà b) çàäîâîëüíÿ¹ ïðàâèëó òðèêóòíèêà L(a, c) ≤
L(a, b) + L(b, c).

2 (Çàäà÷à Îéëåðà, ç ÿêî¨ ðîçïî÷àëàñÿ òåîðiÿ ãðàôiâ). Ïëàí Êåíiãñ-
áåðçüêèõ ìîñòiâ ñõåìàòè÷íî âèãëÿäà¹ òàê:

•
• • • • •

• • •
•

• • • • •
(Ëiíi¨ � öå ði÷êè, æèðíi êðàïêè � ìîñòè.) ×è ìîæíà, âèéøîâøè ç ÿêî¨ñü
òî÷êè, ïåðåéòè êîæåí ìiñò ïî îäíîìó ðàçó: a) i ïîâåðíóòèñÿ â òó ñàìó
òî÷êó? á) íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâåðòàþ÷èñü?

3. Íåõàé ∆ � ïiäãðàô çâ'ÿçíîãî ãðàôà Γ. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü
çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò äîïîâíåííÿ {∆ íå ïåðåáiëüøó¹ êiëüêîñòi âåðøèí ó
ãðàôi ∆.

4. Íåõàé ïðîñòèé øëÿõ p : a → b (ó ïðîñòîìó ãðàôi) íå ìîæíà ïðî-
äîâæèòè äî áiëüøîãî ïðîñòîãî øëÿõó ç òèì ñàìèì ïî÷àòêîì a, ïðè÷îìó
ρ(b) > 1. Äîâåäiòü, ùî ÷åðåç âåðøèíó b ïðîõîäèòü ïðîñòèé öèêë äîâæèíè
l > ρ(b).

5. Íåõàé Γ � ñêií÷åííèé îði¹íòîâàíèé çâ'ÿçíèé ãðàô. Äîâåäiòü, ùî:

(1) Ó ãðàôi Γ iñíó¹ îði¹íòîâàíèé îéëåðiâ öèêë òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
ρ+(a) = ρ−(a) äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a.

(2) Íàéìåíøà êiëüêiñòü îði¹íòîâàíèõ øëÿõiâ, ÿêi ðàçîì ìiñòÿòü êî-
æíó ñòðiëêó ãðàôà Γ ïî îäíîìó ðàçó, äîðiâíþ¹

1
2

∑
a∈Ver Γ

∣∣ρ+(a)− ρ−(a)
∣∣ = ∑

a∈Ver+ Γ

(
ρ+(a)− ρ−(a)

)
,

äå Ver+ Γ = { a ∈ VerΓ | ρ+(a) > ρ−(a) }.

6. Ñêiëüêè ãàìiëüòîíîâèõ öèêëiâ ¹ ó ïîâíîìó ãðàôi ç m âåðøèíàìè?
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Çàâäàííÿ 12.

1. Äîâåäiòü, ùî öèêëîâå ÷èñëî γ(Γ) äîðiâíþ¹ 1 òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè â ãðàôi Γ ¹ ðiâíî îäèí öèêë.

2. Çíàéäiòü íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî γ(Γ) = 2.

3. Äîâåäiòü, ùî çâ'ÿçíèé ãðàô Γ ¹ äåðåâîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
ïåðåòèí éîãî äîâiëüíèõ çâ'ÿçíèõ ïiäãðàôiâ àáî ïîðîæíié, àáî çâ'ÿçíèé.

4. Ñêiëüêè iñíó¹ êîðåíåâèõ äåðåâ ∆ ç êîðåíåì o i ôiêñîâàíèìè ìíî-
æèíàìè Mn = { a ∈ Ver∆ | d(o, b) = n }, ÿêùî âiäîìî, ùî #(Mn) = mn, à
r(a) = r.

5. Íåõàé f : M → M � äåÿêå âiäîáðàæåííÿ. Óòâîðèìî ãðàô Γ(f),
â ÿêîìó VerΓ = M , à ðåáðà ñïîëó÷àþòü òî÷êè a òà f(a). Äîâåäiòü, ùî
(ñêií÷åííèé) ãðàô içîìîðôíèé Γ(f) äëÿ äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ f òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè êîæíà éîãî êîìïîíåíòà ìiñòèòü ðiâíî îäèí öèêë. Ñêiëü-
êè ¹ ðiçíèõ âiäîáðàæåíü f : M →M , äëÿ ÿêèé ãðàôè Γ(f) çáiãàþòüñÿ?
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Çàâäàííÿ 13.

1. Íåõàé Γ � íåîði¹íòîâàíèé çâ'ÿçíèé ãðàô. Äîâåäiòü, ùî íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) Ãðàô Γ äâîäîëüíèé.
(2) Γ íå ìà¹ ïðîñòèõ öèêëiâ íåïàðíî¨ äîâæèíè.
(3) d(a, b) 6= d(a, c) äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a i êîæíî¨ ïàðè âåðøèí

{ b, c }, ñïîëó÷åíèõ ðåáðîì.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ó äâîäîëüíîìó ãðàôi áåç êðàòíèõ ðåáåð iñíó¹ ïîâ-
íå ïàðóâàííÿ. Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü òàêèõ ïàðóâàíü íå ìåíøà, íiæ n!,
äå n = min { ρ(a) | a ∈ V0 }.

3. Íåõàé Γ � îäíîðiäíèé äâîäîëüíèé ãðàô ñòåïåíÿ n (òîáòî ρ(a) = n
äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a). Äîâåäiòü, ùî:

(1) Ó ãðàôi Γ ¹ ïîâíå ïàðóâàííÿ.
(2) Ìíîæèíó âñiõ ñòðiëîê öüîãî ãðàôà ìîæíà ðîçáèòè íà n ïîâíèõ

ïàðóâàíü.
(3) ßêùî Γ � áåç êðàòíèõ ðåáåð, êiëüêiñòü òàêèõ ðîçáèòòiâ íå ìåíøà,

íiæ 1!2! . . . (n− 1)!n!

4. Íåõàé A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn � äâi ñiì'¨ ìíîæèí.

(1) Çíàéäiòü íåîáõiäíó é äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùîá öi ìíîæèíè ìî-
æíà áóëî ïåðåíóìåðóâàòè òàê, ùî Ai ∩ Bi 6= ∅ äëÿ âñiõ i =
1, 2, . . . , n.

(2) ßêùî öå íå ìîæëèâî, ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü ìíîæèí òðåáà âè-
ëó÷èòè ç öüîãî ñïèñêó, ùîá öå âæå ñòàëî ìîæëèâèì?
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Çàâäàííÿ 14.

1. Íåõàé M � ìíîæèíà ç n åëåìåíòèiâ. Ëàòèíñüêèì êâàäðàòîì íà
ìíîæèíiM çâåòüñÿ n×n ìàòðèöÿ (aij), äå âñi aij ∈M , ïðè÷îìó aij 6= aik

ïðè j 6= k i aij 6= akj ïðè i 6= k (òîáòî àíi â ðÿäêàõ, àíi ó ñòîâï÷èêàõ
åëåìåíòè íå ïîâòîðþþòüñÿ).

(1) Îòîòîæíèòè êîæåí ëàòèíñüêèé êâàäðàò ç ðîçáèòòÿì íà ïîâíi ïà-
ðóâàííÿ ìíîæèíè ñòðiëîê äâîäîëüíîãî ãðàôà, ó ÿêîãî V i V ′ �
êîïi¨ ìíîæèíè M i ç êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ V äî êîæíî¨ âåðøèíè
a′ ∈ V ′ âåäå ñòðiëêà.

(2) Âèâåñòè çâiäñè, ùî êiëüêiñòü ëàòèíñüêèõ êâàäðàòiâ íà ìíîæèíi
ç n åëåìåíòàìè íå ìåíøà çà n!(n− 1)! . . . 2!1!.

2. Ïåðìàíåíòîì êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A = (aij) ðîçìiðó n×n çâåòüñÿ
÷èñëî

Per(A) =
∑

a1i1a2i2 . . . anin ,

äå ñóìà áåðåòüñÿ çà âñiìà ïåðåñòàíîâêàìè

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
. Äîâåñòè, ùî

êiëüêiñòü ïîâíèõ ïàðîñïîëó÷åíü ó íåîði¹íòîâàíîìó äâîäîëüíîìó ãðàôi
äîðiâíþ¹

√
Per(S), äå S � éîãî ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi.

3. Íåõàé A = (aij) � ìàòðèöÿ ç íåâiä'¹ìíèìè äiéñíèìè êîåôiöiåí-
òàìè. �¨ òåðì-ðàíãîì ter(A) íàçâåìî íàéáiëüøå íàòóðàëüíå t, òàêå ùî â
A iñíó¹ êâàäðàòíà ïiäìàòðèöÿ ðîçìiðó t× t ç íåíóëüîâèì ïåðìàíåíòîì.
Äîâåñòè, ùî äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðó n× n

(1) ter(A) = min(n, 2n− δ),

äå δ � íàéáiëüøà ñåðåä òàêèõ ñóì k + l, ùî â A ¹ íóëüîâà ïiäìàòðèöÿ
ðîçìiðó k× l. Çîêðåìà, Per(A) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè â A ¹ íóëüîâà
ïiäìàòðèöÿ ðîçìiðó k × l, äå k + l > n. ßê òðåáà çìiíèòè ôîðìóëó (1),
ùîá âîíà çàëèøèëàñÿ âiðíîþ äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü?

Âêàçiâêà: Çâåäiòü öþ çàäà÷ó äî ðîçãëÿäó äåÿêîãî äâîäîëüíîãî ãðà-
ôà.
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