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ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОММУТАТИВНЫХ АЛГЕБР 

Ю. А. Д р о з д 

Пусть даны два набора матриц одинаковой размерности: (^j , ..., А^) 
и (Б^, ..., В^. Эти наборы называются подобными, если суп1,ествует невы
рожденная матрица S той же размерности такая, что Bi = 8А{8~^ {i — 
= 1, ..., п). Классификация наборов матриц с точностью до подобия — 
одна из самых старых задач линейной алгебры и, по общему признанию^ 
одна из самых безнадежных уже при п = 2. Поэтому естественно попытать
ся наложить на матрицы какие-нибудь ограничения, при которых эта 
задача еще поддается решению современными средствами. Самое простое 
из таких условий — коммутативность. Однако, как показано в [3], [4], 
классификация пар коммутирующих матриц фактически равносильна 
классификации пар произвольных матриц. С другой стороны, в [2] дана 
классификация пар взаимно аннулирующих матриц над алгебраически 
замкнутым полем. В настоящей работе будет показано, что это практиче
ски единственный случай, в котором классификация наборов коммутиру
ющих матриц не сводится к классификации произвольных пар. Основное 
поле К мы будем предполагать алгебраически замкнутым. 

Рассмотрим подалгебру полной матричной алгебры, порожденную 
матрицами {А-^, ..., Л^) и единичной матрицей Е, Набор (Л^, ..., Аг) опре
деляет представление этой алгебры. Подобные наборы, очевидно, дают 
изоморфные алгебры и эквивалентные представления. Если не наклады
вать на матрицы никаких условий, получается задача об описании конеч
номерных представлений свободной алгебры над полем К. Условия, которые 
мы наложим, будут иметь такой вид: {А-^, ..., А^) должно быть представ
лением некоторой фиксированной конечнопорожденной алгебры *̂  (это 
дает некоторые соотнопхения между матрицами). В дальнейшем алгебра 
^ будет предполагаться коммутативной. 

Конечнопорожденная коммутативная алгебра, в силу теоремы Гиль
берта о базисе, нётерова. Поэтому, если М — модуль конечномерного пред
ставления алгебры ^ (конечномерный *5П-модуль), то он разлагается в пря
мую сумму модулей, аннуляторы которых — примарные идеалы для неко
торых максимальных идеалов алгебры *5Н[5]. Если аннулятор М есть 
^-примарный идеал (р —максимальный идеал), то М можно рассматривать 
как модуль над 1)-адическим пополнением алгебры ^ . Следовательно, мы 
можем ограничиться случаем, когда ^ — полная локальная алгебра с един
ственным максимальным идеалом R (он же — радикал Джекобсона). 

Рассмотрим категорию С {Щ конечномерных "̂ Н-модулей и категорию 
Со пар матриц (или, что то же, конечномерных модулей над свободной К-
алгеброй с двумя образующими). Алгебру назовем сложной, если сущест
вует функтор F: Со -^ С (^), переводящий неизоморфные объекты в неизо
морфные. Иными словами, это означает что классификация конечномер
ных ^-модулей включает в себя классификацию нар матриц. Функтор F 
будем называть функтором включения. 

Введем обозначения: "^^ =^ К [X, Y]I{X^, XY^, 7^), ^2 — алгебра 
с базисом [1, Жо, х^, Х2] и умножением XiXj = О для любых i, /. 
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Л е м м а . Алгебры ^^ и "^2 являются сложными. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Л^, А2) — произвольная пара мат-
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где все клетки — квадратные и одной размерности, q, ..., с^ — попарно 
различные элементы поля К. Легко проверить, что тогда следующая пара 
матриц определяет представление алгебры Ш :̂ 

где 

Y,= Ys = {0 С 0). 

Пусть {X, У) — другая пара того же вида,^где_в У 'вместо С стоит С, 
определяемое аналогичным образом по паре ^Л^, А^)- Предположим, чта 
матрица S определяет подобие (Z, У) и (Z, У). Тогда SX = XS откуда 
следует, что S имеет вид 
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(разбиение — такое же, как и в матрице X). 
Разобьем матрицы Si соответственно разбиению матриц У̂  и восполь

зуемся равенством SY == YS. Из равенства Y^Si = S^Yi следует, что 
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+ ^55^1 = ^3^1, откуда S^C = CU^. Наконец, ^^У^ + б'̂ Уз + S^Y^ = 
= Y-^Ss + Y2S1, откуда и^ = Ui и U^B = BU^. Таким образом, полу
чаем и^В = BUi, Sjj = си^. Первое равенство дает 

и,== 

(Т 0\ 
Но тогда из второго равенства следует, что 5^ = I ̂  ^ I , причем Т 

1, ..., 5) иТАг = ^гТ {i = 1, 2), откуда, так как Т — невы
рожденная матрица, Ai = TAiT'^ {i = i^ 2). 

Таким образом, мы получаем функтор включения (на морфизмах он 
определяется очевидным образом). Следовательно, ^х — сложная алгебра. 

Аналогично, но проще доказывается, что ^2 — сложная алгебра. 
Для этого паре (4^, Л 2) сопоставляется такое представление алгебры ^2* 
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'(клетки — квадратные, AQ = Е). Легко проверить, что таким образом 
дполучается функтор включения. 

Т е о р е м а . Пусть % — полная локальная алгебра над алгебраиче
ски замкнутым полем К, которая не является сложной. Тогда либо ^ — 
факторалгебра алгебры %^ =^ К [[X, У]]/(ХУ), либо К — поле характери
стики 2 гг Ш — групповая алгебра четверной группы Клейна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если радикал R алгебры '^ имеет больше 
двух образующих, то у Ш, очевидно, есть факторалгебра, изоморфная 
^2, и потому ^ — сложная алгебра. Следовательно, у /? не более двух 
образующих и "̂  ^ /Г [[X, У]]/ / . Обозначим через iV максимальный идеал 
алгебры К [[Х,У]]. 

Порядком степенного ряда / = /о + А + /2 + -•• ifi -^ форма степе
ни i) назовем наименьший номер i, для которого /гфО. Если в идеале / нет 
ни одного ряда порядка 2, то / cz Л̂ ^ и у ^ есть факторалгебра, изоморф
ная ^ 1 , что невозможно. Если в / есть ряд порядка 1, то алгебра Ш изо
морфна факторалгебре алгебры К ИХ]] и, тем более, алгебры % . Итак, 
можно считать, что в / нет рядов порядка 1, но есть ряд / порядка 2. 

Рассмотрим форму/2 = аХ^ + bXY + cY^, Так как поле К алгебра
ически замкнуто, эта форма разложима: Д = g^h, где g^n h^ — линейные 
формы. 

Предположим сначала, что формы ĝ  и h^ линейно независимы, и рас
смотрим многочлен Р (Г) = Г^ — (gi + h^ 7 + /• По модулю N^ он раз
лагается: {Т — gi) (Г — h^). По лемме Гензеля Р (Т) = {Т — g) (Г — /г), 
причем gi и /г̂  — начальные формы g ж h. Но тогда / == g/г, и так как gj 
и /г̂  линейно независимы, существует автоморфизм кольца К [[X, У]], 
переводящий g в X, а /г в У. Следовательно, ^ есть факторалгебра ^̂ l̂ . 

Пусть теперь ĝ  = ch^, т. е. /з = chl — фх, где ф̂  = Y^ch^. Применяя, 
если нужно, автоморфизм кольца К ИХ, У]], можно считать, что ф̂  — X. 
Если / — единственный с точностью до постоянного множителя ряд по
рядка 2, лежащий в / , то у Ш есть факторалгебра, изоморфная ^i, что 
невозможно. Поэтому можно считать, что в / лежит еще ряд с начальной 
формой У^. Но тогда, как легко видеть, / ID N^, И за базис алгебры ^ мож
но принять [1, X, у, ху], где х ж у — образы X и У в *5Zl. Если характери
стика К не равна 2, то отображение X -^ х -\- у, Y -^ х — у индуцирует 
эпиморфизм алгебры "̂ о на ^ . Если же К — поле характеристики 2, 
то [1, 1 -\- X, 1 + 2 / , i -{- X + у -\- ху] — групповой базис алгебры ^, и 
^ изоморфна групповой алгебре четверной группы Клейна. Теорема до
казана. 

Представления алгебры ^о — это пары нильпотентных взаимно ан
нулирующих матриц, классификация которых дана в [2]. Представления 
ж е четверной группы Клейна описаны в [1], [4]. 
Киевский государственный Поступила в редакцию 
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