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АДЕЛИ И ЦЕЛОЧИСЛЕННЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

Для изучения целочисленных представлений, принадлежащих одно
му роду, применяется техника аделей. Изучается стабильное строение 
родов и доказывается, что если L — такое представление полупростого 
Z-кольца, в разложение которого над полем рациональных чисел каж
дое прямое слагаемое входит не менее двух раз, М и N — представле
ния рода L, то из M®Lnc*.N®Ln следует M~N. Для представлений 
полупростого Z-кольца Л дается оценка числа представлений в любом 
роде, зависящая только от рациональной алгебры Л = Л ® Q и показа
теля группы А' I Л, где А' — некоторое максимальное надкольцо Л. 

Как известно [см. напр. (*)], нахождение целочисленных представлений 
произвольного Z-кольца Л (т. е. кольца с единицей, аддитивная группа 
которого есть свободная абелева группа конечного ранга, или решетка) 
распадается фактически на два этапа: нахождение /ьадических представ
лений кольца Л и изучение представлений, принадлежащих одному роду, 
т. е. эквивалентных р-адически по всем р. Последняя задача нетривиальна 
даже для простейших с точки зрения теории целочисленных представле
ний колец. Так, если Л есть кольцо целых чисел некоторого поля алге
браических чисел, то эта задача равносильна вычислению группы клас
сов идеалов этого поля. В общем случае о строении родов известно доволь
но мало. Наибольший интерес представляет работа А. В. Ройтера (2), в 
которой показано, что если Z-кольцо А полупросто (в смысле Джекобсо-
на), то число целочисленных представлений кольца А, принадлежащих 
одному роду, не превосходит некоторой константы, зависящей только 
от А. 

В настоящей статье для изучения строения родов применяется обычная 
в теории алгебраических чисел техника аделей. Идея такого подхода при
надлежит Д. К. Фаддееву (3).J Наряду с этим используются некоторые 
результаты X. Басса по стабильной теории (4). 

В § 1 вводятся основные определения и формулируется ряд результа
тов работ (3) и (4), используемых* в дальнейшем. 

§ 2 посвящен исследованию стабильного строения модулей некото
рого рода {L}. Основным результатом здесь является теорема о том, что 
если L — представление полупростого Z-кольца, причем в его разложение 
над полем рациональных чисел каждая неприводимая компонента входит 
не менее двух раз, то стабильные классы рода {L} совпадают с классами 
эквивалентности, т. е. если М и N — представления этого рода и М 0 L ~ 
£*£N © L, то М ~ N. 
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Наконец, в § 3 изучение представлений, принадлежащих одному роду, 
для полупростых Z-колец расчленяется на две части. Первая из них — 
изучение представлений максимальных Z-колец — ввиду работ М. Эйхле-
р а (5̂  — (8) сводится к теоретико-числовым задачам, в частности, к вычис
лению группы классов идеалов полей алгебраических чисел. Вторая же 
часть — переход от максимальных колец к немаксимальным — носит чисто 
локальный характер и допускает сравнительно простое описание. Пользу
ясь этим, удается получить новое доказательство теоремы А. В. Ройтера 
об ограниченности числа модулей в роде. 

Большинство этих результатов имеет место и для представлений над 
произвольным дедекиндовым кольцом о. В связи с этим1 приходится несколь
ко видоизменить определение аделей, принятое в теории чисел [см., напри
мер (9)1> учитывая только р-адические нормирования. Однако нетрудно 
проверить, что если кольцо о есть кольцо целых алгебраических чисел, 
то рассмотрение обычных аделей не вносит никаких изменений в резуль
таты настоящей статьи. 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководи
телю И. Р. Шафаревичу. 

§ 1. Определения и предварительные результаты 

Всюду в дальнейшем о будет обозначать дедекиндово кольцо, k—его 
поле частных. Напомним (3), что о-решеткой называется конечнопорожден-
ный о-модуль без кручения. Если на о-решетке А введено умножение, 
превращающее ее в ассоциативную о-алгебру с единицей, то А называется 
0-кольцом, а (правые) А-модули, которые как о-модули являются о-ре-
шетками,— модулями представлений. Для всякого простого идеала 
J) кольца о определено поле р-адических чисел k$ и в нем — кольца це
лых р-адических чисел о$. Определим кольцо аделей Л* кольца о как под-
кольцо прямого произведения П k$, состоящее из таких наборов (av), что 

ар^Ор для почти всех J), т . е . для всех J), кроме конечного числа. Адели, 
все компоненты которых принадлежат Ор, образуют в А под-
кольцо А целых аделей. Поле к естественно вкладывается в А: элемент 
х ЕЕ к отождествляется с аделем, все компоненты которого равны х. 

Для всякой решетки L естественные вложения колец индуцируют вло
жения: L->L = L (х) k; L->Lp = L (g) о*; Lp~^ Ь$ = L ® k$\ L->LA = L®A 
и L -* LA — L<g>A (тензорноепроизведение всюду беретсянад кольцомо). 
Эти вложения совместимы со структурами о-кольца или модуля пред
ставления, которые могут быть определены на L. Если А является о-коль-

*** .— + 

цом, то кольцо А А называется его кольцом аделей, а группа Ад обратимых 
элементов кольца Л А — группой ид ел ей о-кольца А. Очевидно, кольцо 
Л д и группа Лд зависят только от ^-алгебры Л. В группе иделей выделя-
ются подгруппы Л и Ад, которые называются, соответственно, группа
ми главных и А-единичных иделей. 

Для любого модуля представления L можно рассмотреть его род {L}, 
т. е. совокупность классов изоморфизма таких модулей представлений М, 
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что Мр ~ Lp для всехр. Модули рода {L} можно рассматривать как под-
решетки в L. В статье Д. К. Фаддеева (3) доказываются следующие ут
верждения, устанавливающие связь между группами иделей и модулями, 
принадлежащими к одному роду. 

П р е д л о ж е н и е 1.1 Пусть L — такая о-региетка, что для каждо
го J) в Lp задана Op-решетка Мр, причем Мр = Lp и для почти всех р 
Мр = Lp. Тогда в L есть ъ-решетка N такая, что Np — Мр для всех 
р. Кроме того, если L является ^-кольцом или модулем представления 
некоторого о-колъцаА, а Мр, соот ветст.венно,естъ Op-кольцо или модуль пред-
ставления Op-кольца Ар для всех ^ то и N также является, соответст
венно о-колъцом или А-модулем представления. 

Пусть теперь L — модуль представления, Г = End L — его кольцо эн
доморфизмов. Тогда, очевидно, Г является о-кольцом, причем Г естест
венно отождествляется с EndL, Г^ — с EndLj,, Тр— с End Lp, ГА—cEndLA 

и ТА— с End LA. Пользуясь предложением 1.1, можно ввести естест
венное отображение /:ТА *-> Щ, ставя в соответствие иделю (ар) такой 
модуль представления М, что Мр = apLp для всех р. 

П р е д л о ж е н и е 1 . 2 . Отображение / индуцирует взаимно однознач
ное соответствие между родом {L} и множеством классов смежности груп
пы иделей ТА по двойному модулю: слева по подгруппе Т* главных иделей и 
справа по подгруппе ГА. Т-единичных иделей. 

С л е д с т в и е 1.3. Существует взаимно однозначное соответствие 
между родом {L} и родом {Г}. 

Род {Г} называется главным родом о-кольца Г. Таким образом, суще
ствует взаимно однозначное соответствие между родом модуля L и главным 
родом его кольца эндоморфизмов. 

П р е д л о ж е н и е 1.4. Для любого иделя (ар)ЕЕГА и любого множест
ва (конечного) S простых идеалов кольца о найдется такой главный иделъ 
х ЕЕ Г*, что (xap)EiTA и, кроме того, харЕ=Г*р при p€ES. 

Нам понадобятся также некоторые результаты X. Басса (4). Для про
извольного кольца с единицей R обозначим через Mn(R) матричную ал
гебру п-то порядка и через Gn (К) = Мп (R)* — линейную группу тг-го 
порядка над кольцом R. В Gn (R) рассмотрим подгруппу En(R), порож
денную всеми элементарными матрицами, т. е. матрицами вида 1 + аег^ 
aELR, i ф j . Обозначим через Gn (R, q) ядро естественного гомоморфизма 
Cn(R)-> Gn (R/q), где q — двусторонний идеал в R, и через Еп (R,q) — нор
мальный делитель в En(R), порожденный всеми элементарными матрица
ми, принадлежащими Gn (R, q). Если q = R, то Gn (R, q) = Gn (R), a 
En (R, q) = En (R). Существуют естественные вложения an: Gn (R) —> 
-» Gn+1 (R), где 

'»(X)=(0
X ?) . 

Мы будем отождествлять Gn (R) с Im a r При этом, очевидно, Gn (R, q) cz 
cz GnH1 (i?, q) и En (R, q) Ez En+1 (R, q). Из результатов (4) непосредственно 
вытекает следующее утверждение. 
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П р е д л о ж е н и е 1.5. Пусть R обозначает одно из колец Г, Гр, 
Гр, Гд или Гд, где Г — некоторое ь-кольцо. Тогда: 

(а) Gn (Д, q) = Gn_x (Д, q)£n (Л, q) при п>2: 
(б) £ 2 (Д, q) ID [G2 (Л), G2 (Д, q)]; 
(в) 2?п (Д, q) = [Gn (Д), Gn (Д, q)] туш и. > 3; в частности, при п ^> 2 

En{R, q) — нормальный делитель в Gn (Д). 
§ 2. Стабильное строение родов 

Пусть L есть модуль представления некоторого о-кольца, Г = End L. 
Определим отображения фп: {Ln} -> {Ln+1}, где L n — прямая сумма п 
экземпляров модуля L, положив фп (М) = Af 0 L . Так как . E n d L n = M n ( r ) 
и группа иделей о-кольца МП(Г) есть Gn (Гд), то, по предложению 
1.2, существует отображение /п : С П (ГА) —• {Ln}, индуцирующее 
взаимно однозначное соответствие между {Ln} и множеством Нп классов 
смежности Gn(TA) по двойному модулю: справа по Gn (ГА) И слева по Gn (Г). 
Аналогично, так как End Гп = Мп (Г), то существует отображение gn: 
С П (ГА) -> {rn}/i индуцирующее взаимно однозначное соответствие меж
ду {Гп} и Нп. Поэтому gn = ап ° /п? гДе « п — взаимно однозначное отоб
ражение {Ln} -> {Гп}. 

Отображение фп просто связано с введенным в §1 гомоморфизмом: 
оп: Gn (ТА)->Сг.+1 (ТА). Именно, фп°/п = /n+i°<V Точно так же фп°£п = 
= gn+i°on, поэтому ате+1°Фп = фп°ап, откуда фп = ай^оф^ оосп. Но известно 
(4), что фп сюръективно при « > 1 и инъективно при п > 2 . Отсюда следует 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Отображение фп сюръективно при w > l u 
инъективно при п > 2. 

Два модуля Ж и JV из рода {L} назовем стабильно эквивалентными, 
если М 0 L n ~ Л/ 0 Ln для некоторого гс. Совокупность модулей, ста
бильно эквивалентных модулю М, образует стабильный класс [М] модуля 
М. Совокупность стабильных классов рода {L} мы будем обозначать K(L). 

С л е д с т в и е . 2.2. (а) [М] = [N] тогда и только тогда, когда М 0 
0 L~N 0 L; 

(б) К (Ln) = {£»} при п > 2; 
(в) отображение фп индуцирует взаимно однозначное соответствие 

Ф^: К (Ln) -> К (Ln+1) для всех п > 1. 
П р е д л о ж е н и е 2. 3. i^ (Ln) есть абелева группа относительно .ум

ножения [М] [N] = ^([М 0 N]), где я|)п = Ф^ » а отображения ф^ яв-
ляются изоморфизмами групп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, определение произведения ста
бильных классов корректно, т. е. не зависит от выбора представителей, и 
так введенное умножение коммутативно и ассоциативно, а класс [Ln\ 
служит относительно него единицей. Кроме того, если М — произволь
ный модуль из рода {I/1}, то Ln 0 Ln £Е {M2} и потому существует модуль 
М' GE {М}'= {Ln} такой, что ЛГ 0 Mc^Ln 0 1Л Класс \М' \ является 
тогда обратным к [М]. 

Для проверки последнего утверждения воспользуемся очевидным ра
венством г|?п=ф£п_1о...оф£+1оф£, откуда ^ п ^ ^ ф ^ ^ Ч ф ^ Г 1 0 ^ ^ ) " 1 . Тог-
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да <ti(lM])$([N]) = lM@L][NeL] = y£1([M®N@L®L]) = q£» 
о^ЦМ ®N\) = <pn([M] [N]), т. е. <р£ — гомоморфизм и потому изомор
физм. 

С л е д с т в и е 2.4. Если М, N — модули из рода {L}, U — модуль 
us рода {Ьп}, причем М 0 V ~ N 0 Z/', то [М] =[N]. 

П pjp д л о ж е н и е 2.5. Отображение ап индуцирует изоморфизм 
групп ап: К (Ьп) ~ К (Гп). 

Доказательство следует из перестановочности ап
 и 4V 

В частности, JT (Z) ~ iT (Г) есть группа Гротендика локально свобод
ных Г-модулей. Группа К (L) была рассмотрена А. В. Ройтером (2) под 
названием группы у-классов рода {L} (следствие 2.4 показывает, что К (L) 
совпадает и с группой ^-классов в смысле (2)). 

^Отображения fn и gn индуцируют отображения Jn: Gn (ГА) -> К (Ьп) 
и gn: Gn(TA)-> К (ГП), причем ~gn =ап °/я» а также фп о / n =7n+i-° 
о ап и фп о #п = #п+1 о ап. _ 

П р е д л о ж е н и е 2.6. /п есть гомоморфизм групп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно проверить, что gx есть гомомор

физм. Пусть а = (я ,̂), 6 = (Ьр) — элементы из Гд, М ж N — соответствую
щие Г-модули главного рода, JP — модуль, соответствующий иделю 
аЪ = (aybp). Очевидно, достаточно показать, что Ж" 0 JV ~ :Р 0 Г. 

Пусть S — множество (конечное) всех тех простых идеалов р, для 
которых Ьр(£Тр. Для почти всех J) (во всяком случае, для всех #Q=S) 
ЬрТрЬр1 = Гр. По предложению 1.1, существует о-кольцо Q такое, что 
для всех j) Q^ = bpTpbp1 f| Г ,̂ и, по предложению 1.4, существует элемент 
хЕЕГ* такой, что zaEEQA и при $£ES xap£EQ*p. Иделю ха соответствует мо
дуль М'а^М, а иделю хаЪ — модуль Р'с^Р, причем P'cziV, a M'czT. 
При $ф S Np = Тр и Р$ = Ж^, а при p(=S Np = Рр и Гр = Мр, поэтому 
при всех J) Np/Ppc^Tp/M'p, откуда следует, что N/P'~Г/М'. Но так как 
модули N, Р ' , Г и М' проективны, то, по теореме Шануэля [см., напри-
меР> (2)]> N ® М' ~Р' @Т, что и требовалось доказать. 

Очевидно, при отображении /п, п > 2, в единицу группы К (Ьп) = 
= {£п}, т. е. в класс [Ln], переходит множество Gn (T)Gn (TA). Пользуясь 
китайской теоремой об остатках [см., например, (9)], нетрудно проверить, 
что это множество содержит все элементарные матрицы из Gn (ТА). 

С л е д с т в и е 2.7. При п ;> 2 
(а) Gn (Y)Gn (ТА) есть подгруппа в Gn (ТА), содержащая Еп (ГА), а 1п 

устанавливает изоморфизм Gn (TA)/Gn (T)Gn (ТА) ~ К (Ln); 

(б) Gn+1 (f) Gml (ГА) П Gn (ГА) = Gn (Г)Gn (Гл). 

Если Z/EEfL} соответствует иделю (ар), Г" = EndZ/, то Тр = арГрар1 , 
откуда следует, что Gn(YA) и Gn(TA) сопряжены в Gn (ГА). 

С л е д с т в и е 2.8. Если {L'} = {L}, mo iT (£,') ~ К (L). 
Пусть q — произвольный идеал кольца о. Если R — такое кольцо, 

что о содержится в центре /?, то <\R — двусторонний идеал в R и потому 
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определены группы Gn (i?, c\R) и Еп (R, qR), которые мы будем обозна
чать просто Gn (i?, q) и Еп (R, q). 

Если Л — некоторое о-кольцо, то в нем есть подкольцо А** = qA + о, 
причем, очевидно, Gn (ЛА) =э Gn (ЛА, q) и Gn (А\) cz Gn (A)Gn (ЛА, q). 

П р е д л о ж е н и е 2.9. При всех п !> 1 

Gn(^)c:Gn(/<;)Gn(-4 ! й). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из китайской теоремы об остатках непосред
ственно следует, что А* = Gx (4) cz G1 (k)G1 (A, q), а также, что при п > 2 
£ n (4) = 2?п (о)/?,* (̂ 4, q). Но тогда, по предложению 1.5, при п !>2 j имеем: 
Gn(A) = En(A)G±(A) = En(*)En(A, q) G, (A) = £ n (o) Gx (Л)ЯП(Л, q) cz 
с £ n (o) Gx (ft) Gx {A, q) #n И , q) cz Gn (ft) Gn (4, q). 

С л е д с т в и е 2.10. (a) Gn (A)Gn(AA, q) = Gn(X) Gn(Ai), а при n>2 
(б) Gn(A) Gn(AA, q) — подгруппа в Gn(AA), содержащая En(AA); 
(в) Gn+i(A) Gn+i (AA, q) П Gn(7vA) - Gn(A)Gn(AA, q). 
Зафиксируем теперь] некоторое о-кольцо А и предположим, что алгеб

ра Л полупроста. Такие о-кольца мы будем называть полупростыми. В них 
нет нильпотентных идеалов, и, следовательно, они полупросты в смысле 
Бэра, а в интересующем нас случае, когда кольцо о имеет бесконечно 
много простых идеалов, они полупросты и в смысле Джекобсона. Для вся
кого Л-модуля представления L имеет место разложение L= В± ф ... ф В/, 
где Вг, ..., В г — все различные неприводимые А-модули (возможно, не
которые ti равны нулю). Мы будем тогда писать L = (tx, ..., tT). Если Г = 
= End L, то Г - Mtt (DJ © ... 0 Mtr (Dr), где Dt = End Bt - конеч

номерные над ft тела. 
Фиксируем в каждом теле Dt какое-либо о-кольцо At такое, что At = 

= Dt, и положим Q =:Ми(А1) ф ... ф Mtr (Ar). Рассмотрим идеал 
q = Ann0 Q /Q П Г. Очевидно, q Ф 0 и qQ cz Г. Поэтому,* в частности, 

г г 

Gn(rA)zD(?„(QA ,q).HoGn(QA)=nGn( i(A iA) и G„(QA,q) = П Gnti(AiA, q), 

откуда, учитывая следствие 2.10, мы получаем 
П р е д л о ж е н и е 2.11. Если для всех i = 1, ..., г ./шбо ^ = 0, либо 

tt > 2, mo тг/ш любом п 1> 1: 

(а) Gn (f)Gn (ГА) — подгруппа в Gn (fA), содержащая П £ 'тч(АгА); 
г = 1 

(б) Gn+1 (Г) Gn+1 (ГА) Г! Gn (ТА) = G„ (T)G„ (ГА). 

Из этого предложения непосредственно следует основная теорема о 
стабильных классах для представлений полупростых о-колец. 

ТЕОРЕМА 2.12. Если L — модуль представления полупростого о-
колъца А, причем L = (£х, ..., 2Г), где для всех i либо tx = 0, либо tt > 2, 
то К (L) — {L}, т. е. модули рода {L}, принадлежащие одному стабиль
ному классу, изоморфны. 
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Известны примеры [см. например, (10)], показывающие, что ограничение 
ti > 2 существенно. Нетрудно, однако, показать, что это ограничение дос
таточно накладывать только на те г, для которых тело D{ некоммутативно. 
. Пользуясь результатами М. Эйхлера (8), можно показать также, что 

если k — поле алгебраических чисел, то условие ^ > 2 достаточно накла
дывать только на те г, для которых Dt является вполне определенной ал
геброй кватернионов, т. е. четырехмерным телом над некоторым чисто ве
щественным полем кь причем таким, что для любого вложения кь в поле 
вещественных чисел R алгебра Di^^.R остается алгеброй с делением. 

§ 3. Арифметический случай. Ограниченность числа модулей 
в роде для полупростых 0-колец 

В этом параграфе мы будем считать, что поле к — арифметическое,т. е. 
либо поле алгебраических чисел, либо поле алгебраических функций от 
одной переменной над конечным полем. Тогда число модулей g (L) в любом 
роде {L} конечно, как следует, например, из (и ) . Мы дадим оценку этого 
числа для модулей представлений полупростого о-кольца, из которой бу
дет следовать, в частности, теорема об ограниченности числа g (L), дока
занная А. В. Ройтером (2). 

Пусть А — полупростое о-кольцо, 2?1? ..., Вг — все различные непри
водимые А-модули; Dt = End Bt — конечномерные тела над к. Если L 
есть А-модуль представления, причем L = (£1? ..., tr), Г = End L, то 
Г =Mtl CDi)0...®Af f r (Dr). Как известно [см., например (3)], в алгебре Г су
ществуют максимальные о-кольца, т. е. такие о-кольца Г', что Г ' = Г и 
Г' не содержится нив каком большем о-кольце с тем же свойством. При этом 
Г содержится хотя бы в одном максимальном о-кольце, которое называется 
максимальным надкольцом о-кольца Г. Если Q — одно из таких колец, то 
обозначим q (Й/Г) = Апп^й/Г; q (Й/Г)г мы будем называть уровнем о-коль
ца Г в максимальном надкольце Q. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. [см. (3)]. Если L — модуль представления 
максимального о-кольца, Г = End L, то Г — также максимальное 
0-кольцо. 

С л е д с т в и е 3.2. Пусть L — модуль представления полупростого 
О-кольца А, Г = End L, А' — максимальное надкольцо кольца A, U = 
= LA', -Г' = End / / . Тогда Г ' есть максимальное надкольцо кольца Г, 
причем q (Г'/Г) делит q (A'/A). 

П р е д л о ж е н и е 3.3 [см. (3)]. Пусть Г = Ми (Dx) © ... © Mtr(Dr), 
At — некоторое максимальное о-кольцо в Dt. Тогда М^(Аг) © ... © Mtr(Ar) 
есть максимальное о-кольцо в Г. Если Г', Г" — два произвольных мак
симальных о-кольца в Г, то они локально сопряжены, т. е. для любого 
J) существует элемент а$ЕЕГ$ такой, что Ц, = а^Т^ . 

С л е д с т в и е 3.4. (а) Если Г", Г" — два произвольных максимальных 
О-кольца в алгебре Г, mo g (Г') =- g (Г"). Это общее значение мы будем 
обозначать g (Г). 
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(б) Если Г = End L — максимальное о-колъцо в Г, то g (L) = g (Г) <Г 
< g (DJ ... g (Dr). 

Пусть теперь Л' — некоторое фиксированное максимальное надколь
цо полупростого о-кольца Л, L — Л-модуль представления. Обозначим 
через {L}r совокупность классов изоморфизма таких Л-модулей представ
лений М, что М Ez {L} и МЛ' ~ 1Л' = U, а через g'(L) — число эле
ментов в {L}r. Полошим Г = End L, Q = End L', q = q (Q/Г). Разложим 

П, П ч 

q в произведение простых идеалов: q = J)i ... ps , где pi,...,J)sпопарно различ-
s 

ны. Q* вкладывается (диагональным образом) в ТТ Q* . Имеет место следую-
i = i 

щее утверждение, аналогичное предложению 1.2. 
П р е д л о ж е н и е 3.5. Существует взаимно однозначное соответст

вие между множеством {L}' и множеством классов смежности группы 

ТТ й* по двойному модулю: слева по Q* и справа по ТТ г* 
1 = 1 г = 1 

Для любого о-кольца Д обозначим через Ад (А) число классов смеж-
s 

ности группы \\ Д£. по двойному модулю: слева по А* и справа по 
i = l 

П ^ х (Др., J)?*). Если Г', Г"'—два произвольных максимальных о-кольца в 
i = i 
алгебре Г, то из их локальной сопряженности следует, что Ад (Г") = Ад(Г"). 
Это общее значение мы будем обозначать Ад (Г). Учитывая, что Тр. ZD 
ZD Gx (Q^., j)?*), и применяя те же рассуждения, что и в предыдущем пара
графе, мы получим следующий результат. 

П р е д л о ж е н и е 3.6. g ' ( L ) < A , ( f ) < \{DX)... hq(Dr). 
Обозначим через gg (Г) произведение Ад (Г) g (Г). Тогда, объединяя оцен

ки предложения 3.6 и следствия 3.4 и учитывая следствие 3.2, мы 
получаем следующую оценку числа g(L). 

ТЕОРЕМА 3.7. Пусть А — полупростое о-колъцо, Z)l9 ..., Dr — тела, 
вхоядщие в разложение алгебры А, Л' — произвольное максимальное над
кольцо Л, q = q (Л'/Л). Тогда для любого модуля представления L с коль
цом эндоморфизмов Г 

$(£)<*, (Г) <г9(/м...*,(2>г): 
Очевидно, эта оценка зависит только от Л, точнее, от алгебры Л и уров

ня Л в некотором его максимальном надкольце. Простые примеры пока
зывают, что если учитывать только эти факторы, то оценка теоремы 3.7 
является точной. Эта оценка аналогична той, которая дана в (2) (замечания 
3), однако не совпадает с ней. 

З а м е ч а н и е . Результаты о представлениях Z-колец, аналогичные 
изложенным в настоящей статье, получены несколько ранее Якобинским 
(12) с использованием существенно иных методов. В частности, Якобинский 
устанавливает более прямую и наглядную связь между родами {L}n{EndL}, 
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что представляет интерес с точки зрения изучения строения самих 
модулей. В дальнейшем рассуждении Якобинского опираются в основном 
на результаты Эйхлера. Такой подход, по-видимому, может дать в ариф
метическом случае более тонкую информацию, чем путь, принятый в нас
тоящей статье, использующий более общие и потому, естественно, и бо
лее грубые результаты Басса. Однако использование результатов Басса 
должно быть предпочтительнее в общей ситуации, когда отсутствие ариф
метической специфики не дает возможности применить теоремы Эйхлера. 
Например, этот способ дает возможность обобщить теорему 2.12 (о стабиль
ных классах) на случай порядков над произвольной областью целостности 
размерности Крулля 1. 

Техника аделей, по-видимому, дает возможность объединить достоин
ства таких двух подходов, так как большинство результатов Эйхлера легко 
и естественно переводится на язык аделей. 

Поступило 
24.VI.1968 
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