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Пусть Л есть Z-кольцо, т. е. кольцо с единицей, адди
тивная группа которого — свободная абелева конечного 
ранга (решетка). Напомним, что Л-модуль называется 
модулем представления, если его аддитивная группа есть 
решетка. Два модуля, А и В, принадлежат одному роду 
(А\/В), если для любого простого р Ар-^Вп, где 
Ар = А ® Zv (Zv — кольцо целых р-адических чисел). 
Из теоремы Жордана — Цассенхауза [1] следует, что для 
полупростого в смысле Джекобсона Z-кольца число мо
дулей представлений в каждом роде конечно. А. В. Ройтер 
показал [2], что это число можно ограничить сразу для 
всех родов константой, зависящей только от кольца. 
Однако даже для простейших с точки зрения теории пред
ставлений колец нахождение этого числа связано со зна
чительными арифметическими трудностями. 

Так, если А — кольцо всех целых чисел некоторого 
конечномерного расширения поля рациональных чисел (?, 
то этот вопрос эквивалентен определению числа классов 
идеалов. Если же А — немаксимальное коммутативное 
кольцо, то информация о числе модулей в роде довольно 
бедна и относится в основном к главному (т. е. содержа
щему само А) роду (см., например, [3]). Еще менее изучен 
некоммутативный случай, где можно отметить только 
результаты Эйхлера [4], 15], [6] относительно максималь
ных колец. 
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1°. Мы будем рассматривать такие кольца Л, что Л (х) Q 
есть алгебра матриц второго порядка над Q. Аналогично 
[7] можно показать что любое такое кольцо изоморфно 
кольцу с базисом \Е, a e n , Ъе2Х, сег1 + de21 + e 1 2 ] , где 
я, Ь, с, d — натуральные числа, причем a\b, b\ad. Дадим 
оценку числа N модулей в главном роде для такого кольца. 
Л содержит подмодуль А с базисом [аеи, Ье21]. Пусть 
В = А/А. Если X \/ Л, то X ~э Аг такой, что Ах \/ Л, 
X I А1 = Вг \/ В. Кольцо множителей модуля Аг совпа
дает с кольцом множителей А (А) модуля А [8]. Так как 
А — неприводимый модуль представления, то А (А) мак
симально и потому изоморфно кольцу М2 (Z) всех матриц 
второго порядка с целыми коэффициентами. Но М2 (Z), 
а следовательно, и Л (А) имеет всего один неприводимый 
модуль представления, поэтому Ах^ А. Аналогично, 
Вх ^ В. Таким образом, модулю X соответствует элемент 
группы Ext]^ (В, А). Вычисления показывают, что 
Ext4 (В, А) = Z/aZ и представление, соответствующее 
модулю X, имеет вид 
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где х—целочисленный параметр, определенный по mod a, 
причем (х, а) — 1. 

Если модули X и Y соответствуют параметрам х и у, 
то произвольный гомоморфизм X -*~Y задается матрицей 
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где и — и^х —- иху -f- uscxy, причем и = О (mod а). Поэто
му X ж Y тогда и только тогда, когда найдутся иъ и2, и3, 
и±, удовлетворяющие этому сравнению и такие, что 
cet. U = ± 1, т. е. ихщ — и3 (bu2 -f- du3xy) = ± 1. Отсю
да нетрудно заключить, что N не превосходит индекса 
(Ф : ± Ф2), где Ф — мультипликативная группа классов 
вычетов по mod а, взаимно простых с а, ± Ф2 — ее под
группа, порожденная квадратами и — 1. 

Пусть а ••--•-р1^ ...p'"^-2h (px, . . . , ps — различные не
четные простые числа). Тогда легко показать, что 
(Ф: ± Ф2) g (а) - 2 я + а , где а — 1, если к < 1 и 
хотя бы одно р{ — вида 41 -\- 3, а 0, если к 2 или 
к <С 1 и все pi — вида 4/ + 1, а — 1, если к ;> 3. 

Аналогично можно показать, что N ;> g (ax), где 
аг = (а, с, d). Итак, доказано 

П р е д л о ж е н и е ! Число N модулей в главном роде 
для кольца Л с базисом 

[Е, ае1г, be2V сеп + den + е12] 

можно оценить следующим образом: 

В частности, если с = О, а \ d, то N — g (a). 
2°. Найдем теперь число модулей в каждом неразло

жимом роде для кольца Q с базисом \Е, реп, ре21, ре12], 
Q ZD I = pM2 (Z), поэтому каждый £2-модуль представ
ления А есть расширение Q/7-модуля А НА с ядром IA 
М2 ^ -модулем. Q/I = k есть поле из р элементов, и 
АIIА = к1 (прямая сумма к t раз). IA = Bs, где В — 
единственный неприводимый М2 (£)-модуль представления. 
Поэтому А соответствует элемента ЕЕ а естест
венно рассматривать как матрицу размера s x t с элемен
тами из Ext^ (к, В) — Z/pZ © ZIpZ. Если ф — авто
морфизм А, то ф (IA) = IA, и потому соответствующее 
преобразование матрицы а индуцируется автоморфиз
мами В* и к1. Н о т я (В, В) Z, Яота(Вр,Вр) -= Zpi 
Нот&(&, /с) =&,следовательно, автоморфизмам Л (Лр) соот
ветствует приведение а элементарными преобразования
ми строк над Z (Zp) и столбцов над А'. Таким образом, описа
ние р-адических представлений Q сводится к одновремен
ному приведению пары матриц над к элементарными преоб
разованиями. Как известно [9], в этом случае неразложи-
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мым модулям соответствуют пары матриц вида (Е, F)y 
(/, Е), (7\, Т2), (7\, Г2), где Е — единичная матрица, 
F — неразложимая клетка Фробениуса, / — вырожден
ная клетка Жордана, 
s X (s + 1) вида 
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Т\ — транспонированная матрица Tv 
Аналогично, описание целочисленных представлений 

Q сводится к одновременному приведению пары матриц 
над к элементарными преобразованиями, причем матрица, 
осуществляющая элементарные преобразования строк, 
должна иметь определитель ± 1. Всякий род однозначно 
определяется /ьадическим представлением Q. 

Рассмотрим род, соответствующий паре матриц (Е, F), 
где F — клетка Фробениуса с характеристическим поли
номом jm(x), причем f (х) неприводим над к. Если А — 
модуль из этого рода, то он определяется парой матриц 
(Е, S\, где S = QFQ-1 (Q — невырожденная матрица над 
к). Две матрицы, Q и Q', определяют изоморфные модули 
тогда и только тогда, когда они лежат в одном классе 
смежности группы GL (s, к) всех невырожденных матриц 
по подгруппе, порожденной матрицами с определителем 
± 1 и матрицами, перестановочными с F. Фактор-группа 
GL (,v, к) по подгруппе унимодулярных матриц изоморфна 
мультипликативной группе к* поля к (каждой матрице 
соответствует ее определитель). Если матрица Р переста
новочна с F, то Р лежит в алгебре, порожденной матри
цей F и del Р есть норма Р, рассматриваемой как элемент 
этой алгебры. Но если К ^ /с(Е), гДе 5 — корень / (# ) , 
то группа норм К* совпадает с /с*. Поэтому det Р ЕЕ Л * т и 
число модулей в роде, определенном парой (£, F), равно 
индексу (к*: + /с*ш). 

Проведя аналогичные вычисления в оставшихся слу
чаях, мы получим следующий результат: 

П р е д л о ж е н и е 2. Число модулей представлений 
в роде А для кольца Q с базисом [£\ реп, ре%х, реп] равно 
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индексу (/с*: ± к*т), где т есть число строп в матрице J, 
Т{ или Т\, если А определяется парой (/ , Е), (7\, T2) 
или (Т\я Т2), и m есть показатель степени, с которым не
приводимый полином входит в характеристический поли
ном матрицы F, если А определяется парой (Е, F). 

З а м е ч а н и е 1. Из предложения 2 следует, что 
наибольшее число модулей в роде для кольца Q равно 
^—г— при р^/=2 (надо положить т^^—^—) и 1 при р — 2, что 

в точности совпадает с оценкой, данной в [2] (замеча
ние 3). 

З а м е ч а н и е 2. Число модулей в главном роде для 
кольца Q равно 1 при р — 2 или р = 41 -j-3 и равно 2 
при р = 41 -f- 1. Таким образом, полученный результат 
опровергает гипотезу, высказанную А. В. Ройтером (см. 
[2], замечание 4) о том, что число модулей в любом роде 
не превосходит числа модулей в главном роде. 

З а м е ч а н и е 3. Результаты этой работы можно пере
нести на случай матричных колец второго порядка над 
произвольной областью главных идеалов R такой, что 
для любого простого pEz R поле вычетов k = RIpR удов
летворяет следующему условию: для любого натурально
го т индекс (&*: к*т) конечен. В частности, при R = 
= С [X], где С — алгебраически замкнутое поле, число 
модулей представлений в каждом роде для кольца Q 
равно 1 (отметим, что теорема Жордана—Цассенхауза 
здесь места не имеет). 

Авторы выражают благодарность всем участникам се
минара по теории представлений Института математики 
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работы. 
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