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ВЛАСТИВОСТI УЗАГАЛЬНЕНО

ОПУКЛИХ МНОЖИН

Осiпчук Тетяна Михайлiвна

Встановлено гiперкомплекснi аналоги вiдомих результатiв для лiнiйно опук-

лих областей n-вимiрного комплексного простору.

Означення лiнiйної опуклостi

Простiр Cn

Означення 1. Область D ⊂ C
n називається лiнiйно опук-

лою, якщо для довiльної точки z0 ∈ ∂D iснує комплексно n− 1-

вимiрна аналiтична площина
{

z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ C
n :

n∑

i=1

ai(zi − z0i ) = 0

}

, ai ∈ C, i = 1, n,

що проходить через точку z0 i не перетинає D.

Означення 2. Область D ⊂ C
n називається локально лiнiй-

но опуклою, якщо для довiльної точки z0 ∈ ∂D iснує комплексно

n− 1-вимiрна аналiтична площина, що проходить через точку z0

i не перетинає D в деякому околi цiєї точки.
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Аналiтичнi умови локальної лiнiйної опуклостi в просторi Cn

Нехай

zj = xj + iyj, z̄j = xj − iyj, xj, yj ∈ R;

xj =
zj + z̄j

2
, yj =

zj − z̄j

2i
; j = 1, n,

i нехай

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ R
n

z = (z1, z2, . . . , zn), z̄ = (z̄1, z̄2, . . . , z̄n) ∈ C
n.

Тодi

ϕ(x, y) = ϕ(z, z̄) = ϕ(z) : Cn → R.

При умовi, що функцiя ϕ неперервно диференцiйовна

∂ϕ

∂zj
=

1

2

(
∂ϕ

∂xj
− i

∂ϕ

∂yj

)

,

∂ϕ

∂z̄j
=

1

2

(
∂ϕ

∂xj
+ i

∂ϕ

∂yj

)

, j = 1, n.
(1)
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Г. Бенке та Е. Пешль дослiджували область в просторi C2 з

межею класу C2, тобто область

D = {z = (z1, z2) ∈ C
2 : ϕ(z) < 0},

яка задана за допомогою функцiї ϕ : C2 → R iз класу C2,

ϕ(z) = 0 в точках z ∈ ∂D, при чому градiєнт ϕ вiдмiнний вiд

нуля скрiзь на ∂D. Використовуючи позначення

Lϕ := −
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∣
∣
∣
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∂z1
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, Hϕ := −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 ∂ϕ
∂z1

∂ϕ
∂z2

∂ϕ
∂z1

∂2ϕ
∂z1∂z1

∂2ϕ
∂z2∂z1

∂ϕ
∂z2

∂2ϕ
∂z1∂z2

∂2ϕ
∂z2∂z2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

в 1935 роцi вони встановили такий результат:

Теорема 1. Для того, щоб область D була локально лiнiйно

опуклою необхiдно, щоб скрiзь на її межi виконувалась умова

Lϕ ≥ |Hϕ|, (2)

i достатньо, щоб скрiзь на ∂D виконувалась умова

Lϕ > |Hϕ|. (3)
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В 1971 роцi Б.С. Зiновьєв отримав наступне узагальнення да-

них результатiв на випадок довiльної розмiрностi n ≥ 2.

Нехай задано область

D := {z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ C
n : ϕ(z) < 0},

яка визначається за допомогою функцiї ϕ : Cn → R iз класу C2,

ϕ(z) = 0 в точках z ∈ ∂D, при чому градiєнт ϕ вiдмiнний вiд

нуля скрiзь на ∂D.

Теорема 2. Для того, щоб область D була локально лiнiйно

опуклою необхiдно, щоб для кожної точки z0 ∈ ∂D

2n∑

j,k=1

∂2ϕ(z0)

∂zj∂zk
sjsk ≥ 0, де zn+j = z̄j, sn+j = s̄j, (4)

для усiх векторiв s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ C
n \ {0}, sj = zj − z0j ,

j = 1, 2, . . . , n, таких, що

n∑

j=1

∂ϕ(z0)

∂zj
sj = 0, (5)

i достатньо, щоб для кожної точки z0 ∈ ∂D

2n∑

j,k=1

∂2ϕ(z0)

∂zj∂zk
sjsk > 0, де zn+j = z̄j, sn+j = s̄j, (6)

для тих самих векторiв s.
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Простiр Hn.

Нехай H — алгебра кватернiонiв

a = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3,

де a0, a1, a2, a3 ∈ R, а уявнi одиницi ei, i = 1, 2, 3, задовольняють

умови
eiei = −1, eiej = −ejei (i 6= j),

e1e2 = e3, e2e3 = e1, e3e1 = e2.
(7)

Додавання в алгебрi H вiдбувається за правилом:

(a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3) + (b0 + b1e1 + b2e2 + b3e3) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1)e1 + (a2 + b2)e2 + (a3 + b3)e3.

Множення вiдбувається за правилом множення суми на суму.

При цьому, добутки виду akekblel замiнюються на добутки виду

akblekel з урахуванням формул (7), пiсля чого зводяться подiбнi

доданки. В результатi маємо:

(a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3)(b0 + b1e1 + b2e2 + b3e3) =

= (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3)+

+(a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2)e1+

+(a0b2 + a2b0 + a3b1 − a1b3)e2+

+(a0b3 + a3b0 + a1b2 − a2b1)e3.

Алгебра кватернiонiв є асоцiативною вiдносно множення та

додавання, комутативною вiдносно додавання, але не є комута-

тивною вiдносно множення, тобто, для довiльних кватернiонiв a,

b, взагалi кажучи,

a · b 6= b · a.

Будемо розглядати векторний простiр

H
n := H×H× . . .×H

︸ ︷︷ ︸
n
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та елементи цього простору z := (z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n, де

zj := x
j
0
+ x

j
1
e1 + x

j
2
e2 + x

j
3
e3 ∈ H, j = 1, n.

Нехай

|z| =

√
√
√
√

n∑

j=1

|zj|2 =

√
√
√
√

n∑

j=1

3∑

k=0

(

x
j
k

)2

,

тодi околом U(w) точки w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ H
n є множина

U(w) = {z : |z − w| < δ}.

Лiнiйна опуклiсть в просторi Hn

В 1985 роцi Г.А. Мкртчян дає наступне означення:

Означення 3. Область Ω ⊂ H
n називається (локально) гi-

перкомплексно опуклою, якщо в кожнiй точцi w межi ∂Ω областi

Ω, iснує гiперплощина
{

z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n :

n∑

i=1

ai(zi − z0i ) = 0

}

, ai ∈ H, i = 1, n,

кватернiонної розмiрностi n− 1, яка проходить через точку w ∈
∂Ω i не перетинає Ω (в деякому околi цiєї точки).

Оскiльки множення в алгебрi кватернiонiв некомутативне, то

в рiвняннi гiперплощини є iстотним порядок множення. Тому для

визначеностi в 1985 роцi Г.А. Мкртчян розглядає гiперплощини в

рiвняннi яких фiксована точка a = (a1, a2, . . . , an) ∈ H
n множить-

ся на точку зi змiнними координатами z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n

злiва.
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Означення 4.Область Ω ⊂ H
n називається локально лiнiйно

опуклою злiва (справа), якщо в кожнiй точцi w = (w1, w2, . . . , wn)

межi ∂Ω областi Ω, iснує кватернiонна гiперплощина





z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ H

n :

n∑

j=1

aj (zj − wj) = 0, aj ∈ H
















z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ H

n :
n∑

j=1

(zj − wj) aj = 0, aj ∈ H









 ,

яка проходить через точку w ∈ ∂Ω i не перетинає Ω в деякому

околi цiєї точки.

Задача

Знайти аналiтичнi умови локальної лiнiйної опукло-
стi злiва (справа) областi Ω ⊂ H

n, аналогiчнi аналiтич-
ним умовам Зiновьєва (4), (6).
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Аналiтичнi умови локальної лiнiйної опуклостi в просторi Hn

Розглядається векторний простiр

H
n := H×H× . . .×H

︸ ︷︷ ︸
n

та елементи цього простору z := (z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n, де

zj := x
j
0
+ x

j
1
e1 + x

j
2
e2 + x

j
3
e3 ∈ H, x

j
k ∈ R, k = 0, 3, j = 1, n.

Розглянемо умовно спряженi кватернiони z1j , z
2
j , z

3
j до zj:

zj := x
j
0
+ x

j
1
e1 + x

j
2
e2 + x

j
3
e3 ,

z1j := x
j
0
+ x

j
1
e1 − x

j
2
e2 − x

j
3
e3 ,

z2j := x
j
0
− x

j
1
e1 + x

j
2
e2 − x

j
3
e3 ,

z3j := x
j
0
− x

j
1
e1 − x

j
2
e2 + x

j
3
e3 , j = 1, n.

(8)

Оскiльки ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 16 6= 0,

тодi елементи x
j
0
, xj

1
e1, x

j
2
e2, x

j
3
e3 системи (8) можна, i до того ж

єдиним чином, виразити через zj, z
1
j , z

2
j , z

2
j . Маємо:

x
j
0

= 4−1
(
zj + z1j + z2j + z3j

)
,

x
j
1
e1 = 4−1

(
zj + z1j − z2j − z3j

)
,

x
j
2
e2 = 4−1

(
zj − z1j + z2j − z3j

)
,

x
j
3
e3 = 4−1

(
zj − z1j − z2j + z3j

)
.

Звiдси, домножуючи злiва обидвi частини рiвнянь на вiдповiднi

вирази −ek, k = 1, 2, 3, одержуємо:

x
j
0
= 4−1

(
zj + z1j + z2j + z3j

)
,

x
j
1
= 4−1e1

(
−zj − z1j + z2j + z3j

)
,

x
j
2
= 4−1e2

(
−zj + z1j − z2j + z3j

)
,

x
j
3
= 4−1e3

(
−zj + z1j + z2j − z3j

)
;

(9)
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або, домножуючи справа обидвi частини рiвнянь на тi ж самi

вирази, одержуємо:

x
j
0
= 4−1

(
zj + z1j + z2j + z3j

)
,

x
j
1
= 4−1

(
−zj − z1j + z2j + z3j

)
e1,

x
j
2
= 4−1

(
−zj + z1j − z2j + z3j

)
e2,

x
j
3
= 4−1

(
−zj + z1j + z2j − z3j

)
e3.

(10)

Нехай x0, x1, x2, x3 ∈ R
n, де

x0 = (x10, x
2
0, . . . , x

n
0),

x1 = (x11, x
2
1, . . . , x

n
1),

x2 = (x12, x
2
2, . . . , x

n
2),

x3 = (x13, x
2
3, . . . , x

n
3).

Тодi, нехай z, z1, z2, z3 ∈ H
n, де

z = (z1, z2, . . . , zn),

z1 = (z11, z
1
2, . . . , z

1
n),

z2 = (z21, z
2
2, . . . , z

2
n),

z3 = (z31, z
3
2, . . . , z

3
n),

ρ(x0, x1, x2, x3) = ρ(z, z1, z2, z3) = ρ(z) : Hn → R.
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При умовi, що функцiя ρ неперервно диференцiйовна маємо

формули для формальних похiдних першого порядку (тут z0j :=

zj):

∂ρ

∂z0j
=

1

4

(

∂ρ

∂x
j
0

−
∂ρ

∂x
j
1

e1 −
∂ρ

∂x
j
2

e2 −
∂ρ

∂x
j
3

e3

)

,

∂ρ

∂z1j
=

1

4

(

∂ρ

∂x
j
0

−
∂ρ

∂x
j
1

e1 +
∂ρ

∂x
j
2

e2 +
∂ρ

∂x
j
3

e3

)

,

∂ρ

∂z2j
=

1

4

(

∂ρ

∂x
j
0

+
∂ρ

∂x
j
1

e1 −
∂ρ

∂x
j
2

e2 +
∂ρ

∂x
j
3

e3

)

,

∂ρ

∂z3j
=

1

4

(

∂ρ

∂x
j
0

+
∂ρ

∂x
j
1

e1 +
∂ρ

∂x
j
2

e2 −
∂ρ

∂x
j
3

e3

)

, j = 1, n.

(11)

При умовi, що функцiя ρ двiчi неперервно диференцiйовна,

формальнi похiднi другого порядку
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

, i, j = 1, n, k, l = 0, 3,

функцiї ρ виражаються через частиннi похiднi другого порядку
∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

у наступний спосiб. Нехай

Γ =








1 −1 −1 −1

1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1








матриця, що вiдповiдає системi (11) формальних частинних по-

хiдних першого порядку. Тодi, формули цiєї системи можна для

зручностi представити у скороченому виглядi так:

∂ρ

∂zlj
=

1

4

3∑

p=0

γlp
∂ρ

∂x
j
l

ep, j = 1, n, l = 0, 3.

∂2ρ

∂zki ∂z
l
j

:=
1

16

3∑

p,g=0

γlpγkg
∂2ρ

∂xik∂x
j
l

epeg, j, i = 1, n, l, k = 0, 3. (12)
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Розглядається область

Ω = {z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n : ρ(z) < 0},

яка визначається за допомогою функцiї ρ : Hn → R iз класу C2,

ρ(w) = 0 в точках w ∈ ∂Ω, при чому

grad ρ(w) =

(
∂ρ(w)

∂z1
,
∂ρ(w)

∂z2
, . . . ,

∂ρ(w)

∂zn

)

6= 0, w ∈ ∂Ω.
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Теорема 3. Для того щоб область Ω була локально лiнiйно

опуклою злiва (справа) необхiдно, щоб для кожної точки w ∈ ∂Ω

виконувались нерiвностi

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

sljs
k
i ≥ 0,

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

ski
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj ≥ 0, (13)

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

sljs
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

≥ 0

для усiх векторiв s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ H
n \ {0}, sj = zj − wj,

j = 1, 2, . . . , n, таких, що

n∑

j=1

∂ρ(w)

∂zj
sj = 0





n∑

j=1

sj
∂ρ(w)

∂zj
= 0



 ,

i достатньо, щоб для кожної точки w ∈ ∂Ω виконувалась хоча

б одна з нерiвностей

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

sljs
k
i > 0,

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

ski
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj > 0, (14)

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

sljs
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

> 0

для тих самих векторiв s.
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n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj s
k
i =

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

ski
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj =

=
n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

slj s
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

=
n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

(vjl − x
j
l ) (v

i
k − xik).

(15)

Лема 1. Для повного диференцiалу першого порядку dρ(w)

функцiї ρ в точцi w справедливi спiввiдношення

dρ(w) =
n∑

j=1

3∑

l=0

∂ρ(w)

∂x
j
l

dx
j
l =

=
n∑

j=1

3∑

l=0

∂ρ(w)

∂zlj
dzlj =

n∑

j=1

3∑

l=0

dzlj
∂ρ(w)

∂zlj
. (16)

Лема 2. Для повного диференцiалу другого порядку d2ρ(w)

функцiї ρ в точцi w справедливi спiввiдношення

d2ρ(w) =
n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

dx
j
l dx

i
k =

=

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

dzlj dz
k
i =

n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

dzki
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

dzlj =

=
n∑

i,j=1

3∑

k,l=0

dzlj dz
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

. (17)
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Критерiй лiнiйної опуклостi

для обмежених повних областей Гартокса в просторi H2

Означення 5. Повною областю Гартокса в просторi H
n

називається така область, яка разом з кожною своєю точкою

(z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n, також мiстить кожну точку (z1, z2, . . . , z

′
n) ∈

H
n, де |z′n| ≤ |zn|.

Довiльну повну область Гартокса в H
n (надалi, область Гар-

токса) можна представити у виглядi

Ω = {(z1, z2, . . . , zn) ∈ H
n : |zn| < R(z1, z2, . . . , zn−1)},

де R : Hn−1 → R
+.

Далi будемо працювати в просторi H2.

Нехай D (D ⊂ H) — обмежена область i h : H → R, при

чому функцiя h(z1) > 0 в точках z1 ∈ D, h(z1) = 0 в точках

z1 ∈ ∂D, h(z1) ∈ C2 i
∂h

∂z1
6= 0 в тих точках, де h(z1) = 0. Буде-

мо розглядати обмеженi областi Гартокса, визначенi наступним

чином:

Ω := {(z1, z2) ∈ D ×H : |z2|
2 < h(z1)}. (18)

Нехай

ρ(z1, z2) := |z2|
2 − h(z1).

Безпосередньо перевiряється, що при умовах, накладених на

функцiю h(z1), функцiя ρ : H
2 → R належить класу C2 i

grad ρ 6= 0 скрiзь на межi ∂Ω.

Тодi область Гартокса

Ω := {z = (z1, z2) ∈ D ×H : ρ(z) < 0}. (19)

має межу класу C2.
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Теорема 4. Нехай Ω обмежена повна область Гартокса в

просторi H2 з межею класу C2. Для того щоб область Ω була

лiнiйно опуклою злiва (чи справа) необхiдно i достатньо, щоб

виконувалась хоча б одна з нерiвностей

2∑

i,j=1

3∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

sljs
k
i ≥ 0,

2∑

i,j=1

3∑

k,l=0

ski
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj ≥ 0,

2∑

i,j=1

3∑

k,l=0

sljs
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

≥ 0

для усiх векторiв s = (s1, s2) ∈ H
2 \ {0}, таких, що

2∑

j=1

∂ρ(w)

∂zj
sj = 0





2∑

j=1

sj
∂ρ(w)

∂zj
= 0



 ,
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Аналiтичнi умови локальної узагальненої

лiнiйної опуклостi в просторi Clmp,q

Нехай задано дiйсний векторний простiр R
n розмiрностi n =

p + q i в ньому деякий ортонормований базис {ej}
n
j=1

.

Означення 6. Алгеброю Клiффорда Cl p,q дiйсного простору

R
p+q називається асоцiативна алгебра над полем дiйсних чисел,

породжена елементами {ej}nj=1, що задовольняють такi умови:

e2j =

{
1, j = 1, 2, . . . , p,

−1, j = p + 1, . . . , p + q;

ejek + ekej = 0, j 6= k.

(20)

Для кожної впорядкованої за зростанням пiдмножини

α := {α1, α2 . . . , αk} множини N := {1, . . . , n}, де

1 ≤ α1 < α2 < . . . < αk ≤ n,

позначають

e∅ := 1, eα := eα1eα2 . . . eαk, eN := e1e2 . . . en.

Тодi, множина елементiв {eα : α ⊂ N} є базисом алгебри

Клiффорда Cl p,q i dimCl p,q = 2n.

Таким чином, кожен елемент a ∈ Cl p,q можна подати у

виглядi:

a =
r−1∑

k=0

akek,

де r = 2n, ak ∈ R i ek – елементи базису алгебри Клiффорда.

Елемент a ∈ Cl p,q називається Клiффордовим числом.

Додавання в Cl p,q вiдбувається за правилом: для довiльних

a, b ∈ Cl p,q

a + b =
r−1∑

k=0

akek +
r−1∑

k=0

bkek =
r−1∑

k=0

(ak + bk)ek.
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Множення вiдбувається за правилом множення суми на суму.

При цьому, добутки виду akekblel замiнюються на добутки виду

akblekel з урахуванням формул (20), пiсля чого зводяться подiбнi

доданки.

Алгебра Клiффорда є асоцiативною вiдносно множення та до-

давання, комутативною вiдносно додавання, але не є комутатив-

ною вiдносно множення.

В алгебрах Клiффорда iснують дiльники нуля. Елементи ал-

гебри a, b називаються дiльниками нуля, якщо a 6= 0, b 6= 0, але

a · b = 0.

Розглядається векторний простiр

Cl
m
p,q := Cl p,q × Cl p,q × . . .× Cl p,q

︸ ︷︷ ︸
m

та елементи цього простору z := (z1, z2, . . . , zm) ∈ Cl
m
p,q, де

zj :=

r−1∑

k=0

x
j
kek ∈ Cl p,q, x

j
k ∈ R, k = 0, r − 1, j = 1, n.

Нехай

|z| =

√
√
√
√

m∑

j=1

r−1∑

k=0

(

x
j
k

)2

,

тодi околом U(w) точки w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Cl
m
p,q є множина

U(w) = {z : |z − w| < δ}.
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Означення 7. Область Ω ⊂ Cl
m
p,q називається локально уза-

гальнено лiнiйно опуклою злiва (справа), якщо в кожнiй точцi

w = (w1, w2, . . . , wn) межi ∂Ω областi Ω, iснує гiперплощина





z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cl

m
p,q :

n∑

j=1

cj (zj − wj) = 0, cj ∈ Cl p,q
















z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cl

m
p,q :

n∑

j=1

(zj − wj) cj = 0, cj ∈ Cl p,q









 ,

яка проходить через точку w ∈ ∂Ω i не перетинає Ω в деякому

околi цiєї точки.

Зауважимо, що розмiрнiсть гiперплощин в просторi Clmp,q не

менша нiж 2n(m − 1) за рахунок iснування дiльникiв нуля в ал-

гебрах Клiффорда.

Задача

Знайти аналiтичнi умови локальної лiнiйної опукло-
стi злiва (справа) областi Ω ⊂ Cl

m
p,q.
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Розглядаються елементи z := (z1, z2, . . . , zm) ∈ Cl
m
p,q, де

zj := x
j
0
+ x

j
1
e1 + x

j
2
e2 + . . . + x

j
r−1

er−1 ∈ Cl p,q.

A1 =

(
1 1

1 −1

)

, A2 =

(
A1 A1

A1 −A1

)

, . . .

An =

(
An−1 An−1

An−1 −An−1

)

=










1 1 . . 1 1

1 −1 . . 1 −1
... ... . . . ... ...

1 1 . . (−1)n−1 (−1)n−1

1 −1 . . (−1)n−1 (−1)n










.

(21)

zj := x
j
0
+ x

j
1
e1 + . . . + x

j
r−2

er−2 + x
j
r−1

er−1 ,

z1j := x
j
0
− x

j
1
e1 + . . . + x

j
r−2

er−2 − x
j
r−1

er−1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zr−2

j := x
j
0
+ x

j
1
e1 − . . . + (−1)n−1x

j
r−2

er−2 + (−1)n−1x
j
r−1

er−1 ,

zr−1

j := x
j
0
− x

j
1
e1 + . . . + (−1)n−1x

j
r−2

er−2 + (−1)nxjr−1
er−1.

Тому, пригадавши, що r = 2n, маємо:

x
j
0

:=
1

r

(
z0j + z1j + . . . + zr−2

j + zr−1

j

)
,

x
j
1

:=
1

r
e−1

1

(
z0j − z1j + . . . + zr−2

j − zr−1

j

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
j
r−2

:=
1

r
e−1

r−2

(
z0j + z1j − . . . + (−1)n−1zr−2

j + (−1)n−1zr−1

j

)
,

x
j
r−1

:=
1

r
e−1

r−1

(
z0j − z1j + . . . + (−1)n−1zr−2

j + (−1)nzr−1

j

)
,

(22)
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або

x
j
0

:=
1

r

(
z0j + z1j + . . . + zr−2

j + zr−1

j

)
,

x
j
1

:=
1

r

(
z0j − z1j + . . . + zr−2

j − zr−1

j

)
e−1

1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
j
r−2

:=
1

r

(
z0j + z1j − . . . + (−1)n−1zr−2

j + (−1)n−1zr−1

j

)
e−1

r−2
,

x
j
r−1

:=
1

r

(
z0j − z1j + . . . + (−1)n−1zr−2

j + (−1)nzr−1

j

)
e−1

r−1
,

(23)

Нехай x0, x1, . . . , xr−1 ∈ R
m, де

x0 = (x10, x
2
0, . . . , x

m
0 ),

x1 = (x11, x
2
1, . . . , x

m
1 ),

x2 = (x12, x
2
2, . . . , x

m
2 ),

. . .

xr−1 = (x1r−1, x
2
r−1, . . . , x

m
r−1).

Тодi, нехай z, z1, z2, . . . , zr−1 ∈ Cl
m
p,q, де

z = (z1, z2, . . . , zm),

z1 = (z11, z
1
2, . . . , z

1
m),

z2 = (z21, z
2
2, . . . , z

2
m),

. . .

zr−1 = (zr−1

1
, zr−1

2
, . . . , zr−1

m ),

ρ(x0, x1, . . . , xr−1) = ρ(z, z1, z2, . . . , zr−1) = ρ(z) : Clmp,q → R.
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При умовi, що функцiя ρ неперервно диференцiйовна маємо

формули для формальних похiдних першого порядку (тут z0j :=

zj):

∂ρ(w)

∂z0j
=

1

2n

(

∂ρ(w)

∂x
j
0

+
e1

e2
1

∂ρ(w)

∂x
j
1

+ . . . +
er−2

e2r−2

∂ρ(w)

∂x
j
r−2

+
er−1

e2r−1

∂ρ(w)

∂x
j
r−1

)

,

∂ρ(w)

∂z1j
=

1

2n

(

∂ρ(w)

∂x
j
0

−
e1

e2
1

∂ρ(w)

∂x
j
1

+ . . . +
er−2

e2r−2

∂ρ(w)

∂x
j
r−2

−
er−1

e2r−1

∂ρ(w)

∂x
j
r−1

er−1

)

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂ρ(w)

∂zr−2

j

=
1

2n

(

∂ρ(w)

∂x
j
0

+
e1

e2
1

∂ρ(w)

∂x
j
1

− . . .

. . . + (−1)n−1
er−2

e2r−2

∂ρ(w)

∂x
j
r−2

+ (−1)n−1
er−1

e2r−1

∂ρ(w)

∂x
j
r−1

)

, (24)

∂ρ(w)

∂zr−1

j

=
1

2n

(

∂ρ(w)

∂x
j
0

−
e1

e2
1

∂ρ(w)

∂x
j
1

+ . . .

. . . + (−1)n−1
er−2

e2r−2

∂ρ(w)

∂x
j
r−2

+ (−1)n
er−1

e2r−1

∂ρ(w)

∂x
j
r−1

)

.

Зазначимо, що e2k = ±1.
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При умовi, що функцiя ρ двiчi неперервно диференцiйовна,

формальнi похiднi другого порядку
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

, i, j = 1,m, k, l =

0, r − 1, функцiї ρ виражаються через частиннi похiднi другого

порядку
∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

у наступний спосiб.

Спочатку, для зручностi, формули (24) представляються у

скороченому виглядi так:

∂ρ

∂zlj
=

1

2n

2n−1∑

p=0

γlp
∂ρ

∂x
j
l

ep, j = 1,m, l = 0, 2n − 1,

де γlp елементи матрицi (21). Тодi,

∂2ρ

∂zki ∂z
l
j

:=
1

22n

2n−1∑

p,g=0

γlpγkg
∂2ρ

∂xik∂x
j
l

epeg, j, i = 1,m, l, k = 0, 2n.
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Нехай

Ω = {z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cl
m
p,q : ρ(z) < 0}

область, яка визначається за допомогою функцiї ρ : Clmp,q → R iз

класу C2 при чому

grad ρ(w) =

(
∂ρ(w)

∂z1
,
∂ρ(w)

∂z2
, . . . ,

∂ρ(w)

∂zm

)

6= 0, w ∈ ∂Ω.

23



Теорема 5. Для того щоб область Ω була локально узагаль-

нено лiнiйно опуклою злiва необхiдно, щоб для кожної точки

w ∈ ∂Ω виконувались нерiвностi

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

sljs
k
i ≥ 0,

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

slj
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

ski ≥ 0, (25)

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

sljs
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

≥ 0

для усiх векторiв s = (s1, s2, . . . , sm) ∈ Cl
m
p,q \ {0}, sj = zj − wj,

j = 1, 2, . . . , n, таких, що

m∑

j=1

∂ρ(w)

∂zj
sj = 0





m∑

j=1

sj
∂ρ(w)

∂zj
= 0



 ,

i достатньо, щоб для кожної точки w ∈ ∂Ω виконувалась хоча

б одна з нерiвностей

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

sljs
k
i ≥ 0,

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

slj
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

ski ≥ 0, (26)

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

sljs
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

≥ 0

для тих самих векторiв s.

24



m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj s
k
i =

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

ski
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

slj =

=
m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

slj s
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

=
m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

(vjl − x
j
l ) (v

i
k − xik).

Лема 3. Для повного диференцiалу першого порядку dρ(w)

функцiї ρ в точцi w справедливi спiввiдношення

dρ(w) =
m∑

j=1

r−1∑

l=0

∂ρ(w)

∂x
j
l

dx
j
l =

=
m∑

j=1

r−1∑

l=0

∂ρ(w)

∂zlj
dzlj =

m∑

j=1

r−1∑

l=0

dzlj
∂ρ(w)

∂zlj
. (27)

Лема 4. Для повного диференцiалу другого порядку d2ρ(w)

функцiї ρ в точцi w справедливi спiввiдношення

d2ρ(w) =
m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂xik∂x
j
l

dx
j
l dx

i
k =

=

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

dzlj dz
k
i =

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

dzki
∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

dzlj =

=

m∑

i,j=1

r−1∑

k,l=0

dzlj dz
k
i

∂2ρ(w)

∂zki ∂z
l
j

. (28)
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